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groupe fini simple non abélien X et un certain
entier m > 1; on a donc
1/12 = d(G) < d(G/Gj.) = d(X)™ < (1/12)".
On a donc m=1¢et dX) = 1/12, d’on
X = As et X"~ As;
posons N = G;et M = G;,;. Ona bien N char G,

M char G et N/M =~ A;. Appliquons'le lemme 1 ;
on obtient

1/12 = d(G) < 4(G/N)d(N)
< d(G/N)d (N/M)d (M)
< d(N/M) = d(As) = 1/12.

On a donc d(G/N)=1 et d(M) =1, donc
G/N et M sont abéliens. De plus on a

d(N) = d(N/M)d(M);

donc, d’aprés la remarque suivant ‘Ténoncé du
lemme 1, on a M < Z(N). D’ou le résultat.

B) Lt cAs DES GROUPES NILPOTENTS.

Rappelons le résultat suivant, qui constitue le
théoréme 3 de [4] :

Théoréme 4. — Soit G un H,,, - groupe ; alors
G est nilpotent.

Draprés la remarque finale de [4], ce résultat
est optimal, car S; n'est pas nilpotent et
d(S;) = 1/2; en fait cet exemple est typique,
comme nous allons le démontrer.

Théoréme 5. — Soit G un groupe fini non
nilpotent tel que d(G) = 1/2; alors on a
@ G/Z(G) ~ S35

(i) Si Z(G) est d'ordre impair, alors G contient
un sous-groupe A isomorphe a S; tel que

G = A x Z(G).

Remarque : L’énonceé (ii) devient inexact si I'on
supprime I’hypothése concernant Z(G); en effet,
considérons le groupe suivant :

G={x,y|x5=1y>=xyxy ! = x"1L

On vérifie aisément que G est d’ordre 12, que
Z(G) = (y*> est dordre2, que G/Z(G) = S,
(donc que G n’est pas nilpotent), et que
d(G) = 1/2; mais y*e€Z(G) et y n'est pas le
carré d’un élément de Z(G), donc Z(G) n’est pas
facteur direct de G.

Démonstration : (i) Posons H = G/Z(G);
d’aprés le lemme 1, on a
d(G) < d(Z(G))d(H) = d(H),

soit
d(H) = 1/2.
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Si d(H) > 1/2, H est nilpotent d’aprés le
théoréme 4, donc G est nilpotent : absurde ! Donc
d(H) = 1/2; le lemme 1 implique alors que

(VoeG)  Cu(oZ(G)) = Cs(0)Z(G)/Z(G)
= Cg(0)/Z2(G)

Supposons oZ(G) e Z(H) ; alors
H = C4(0)/Z(G),

soit G = Cg(o). On a donc oceZ(G). Donc
Z(H) = {1}, ce qui montre que, si |H| < 10,
H =~ S;; nous supposerons donc dorénavant que
[H| = 10, et en déduirons une contradiction.

Posons n = [H|, m = [{he H||Cyu(h)| = n/2}| et
Hy, = {(heH|/H:Cy(h)| = 3}; on a

n?/2 = [H|%d (H)

2 1Cu(®)

heH

n+mm2)+ 3 |Cah)

heH,

<n+mn/2)+ (n—m—1)(n/3)
= (n?/3) + (mn/6) + (2n/3).

Cela s’écrit (n/6)(m + 4) = n%/6, soit

Il

mz=n-—4.

On peut donc trouver n — 4éléments de H,
hi, ..., hy_4, tels que

Vie{l,...,n—4},  |Cu(h)l = n/2.
n—4
Soit T = () Cy(h); on a

i=1

Cy(T) = {hys o5 hyghy
d’ou

Cu(T) 2 n— 42 (n2) + 1,

dot Cy(T) =H. On a donc T = Z(H), d’ou
T = {1}. Or Cyx(h,) # {1}; soit j le plus petit
entier tel que

Cyulhy) = {1},
i=1

i
et soit
s

A= Jm Culh);

on a

(*) A <A{H (car chaque Cy(h;) est d’indice 2
dans H, donc y est distingué) ;

(**) A #{1};

(***) An CH(hj) =ik

La condition (***) donne
|AIIC, (hyl < [HI,
d’ou |A| < 2. Donc |A| = 2 d’aprés (**); mais
(*) implique alors que' A = Z(H): absurde ! D’od
le résultat.

(i) D’aprés le méme raisonnement que lors de
la preuve du théoréme 3 de [4], |G| = 3 ; posons
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donc G’ = (o), et soit T une involution de G. .

Z(G) étant d’ordre impair, ¢ Z(G). Il est clair
(car G n’est pas nilpotent) que
G'nZ(G) = {1};
1Z(G) étant d’ordre 2 dans G/Z(G),
1¢ Z(G) U Z(G)o v Z(G)o? = Cglo);
donc (car {c) <G),
-1 =]

T gt =g

On voit donc que (o, 1) est isomorphe a S,,
que (o, 1, engendre G modulo Z(G) et que

(o, 1y NZ(G) = {1}.
Donc

G = {0, Z(G) = (o, 1) x Z(G).
D’ou le résultat.

Remarque : 11 est clair que la démonstration,
et donc le résultat, restent valables si I'on remplace
Phypothése « G est d’ordre impair » par I’hypothése
plus faible suivante : Z(G) ne contient pas toutes
les involutions de G.

C) LE CAS DES GROUPES ABELIENS.

Nous utiliserons plusieurs fois le lemme classique
suivant :

Lemme 2. — Soit G un groupe tel que G/Z.(G)
soit cycligue ; alors G est abélien (et donc
G/Z(G) = {1}).

Démonstration : Supposons que G/Z(G) soit
engendré par un élément xZ(G); alors

G = (x> Z(G).

Soit y, et y, deux éléments de G ; on peut alors
écrire :

y = x™z, et ¥y, = xMz,
avec (m,, my) € Z* et (z,, z,) € Z(G)*; on a donc

Yiva = (xMzy) (x™z,) = X" (z,x™)z,
= x™(xMz,)z, = X"t Mgz,
car z, € Z(G). De méme
Vayi = X" M2z

Z(G) étant abélien, on a y,y, = y,y,; ceci vaut
pour tout (y,,y,)€G x G, donc G est abélien.
Dol le résultat.

Théoréme 6. — Soit G un Hg-groupe; alors
G est abélien.

Démonstration : 11 s’agit du théoréme 2 de [4],
qui y était prouvé au moyen de la théorie des
caractéres. On peut aussi en donner une dé-
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monstration élémentaire, comme suit : soit G un
groupe fini non abélien; on a

IGI?d(G) = } ICa(x)l
xeG
= Z ICa(x)| + E ICq(x)]
x € Z(G) x € G\Z(G)

< GIZ(G)| + (IGI/2)(G| — [Z(G))
= (IGI/2(G| + 1Z(G))).

Or, d’aprés le lemme 2, |G/Z(G)| = 4, d’ou
IGI?d(G) < (IGI/2)(GI + (1GI/4) = (5/8)IGI?,

soit
d(G) < 5/8.

D’ou le résultat.

Théoréme 7.  — Soit G un groupe fini tel que
d(G) = 5/8; alors G est de la forme P x A, on
A est un groupe abélien d’ordre impair et P un
2-groupe tel que |P'| = 2 et P/Z(P) ~ (Z/27)>.

Démonstration : 11 résulte de la démonstration
du théoréme 3 de [4] que |G'| = 2 et G' < Z(G);
donc G est nilpotent, et on peut écrire G = P x A,
ol P est un 2-groupe et A un groupe d’ordre
impair. On a alors G'=P' x A’; or |G| =2
donc A est abélien et [P’| = 2. Il reste & prouver
que P/Z(P) = (Z/2Z)*. D’aprés la démonstration
du théoréme 6, on a

(5/8)/P|* = [PI?d(P) < (IPI/2)(IP| + IZ(P)])
< (5/8)|P2.

On a donc T'égalité [Z(P)| = |P|/4, d’ou, d’aprés
le lemme 2
P/Z(P) = (Z/2Z)°.

D’ou le résultat.

Je tiens a remercier Jean-Louis Nicolas pour
m’avoir soumis le probléme dont est issu cet
article, André Warusfel pour m’avoir encouragé
4 poursuivre mes recherches a son sujet, et John
D. Dixon pour m’avoir indiqué le rdle du
théoréme 2 dans la preuve du théoréme 1.
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Degré de commutativité et structure
d’un groupe fini

par Paul Lescor

Le but de cet article est I’étude des relations
entre la structure d'un groupe fini G et son degré
de commutativité d(G), lequel est défini par

d(G) = |{(x, ) € G x Glxy = yx}l/IG|*.

Cette étude a déja été entamée dans [4], dont
nous reprenons ici, sauf avis contraire, la termi-
nologie et les notations ; on a donc

d(G) = k(G)/IG| = m(G)/IG|*.

Soit & une classe de groupes finis ; nous allons
chercher a établir des résultats du type suivant
(rappelons que pour tout Ae]0, 1], G est par
définition un H,-groupe si, et seulement si,
d(G) > A):

Si G est un H, -groupe, alors Ge &, et A, est
minimal parmi les réels possédant cette propriété.

Une fois un tel résultat établi, nous nous
intéresserons 4 la famille des G tels que d(G) = A
et G¢#, et nous tenterons d’en donner une
description aussi compléte que possible.

Les paragraphes A, B et C sont consacrés a
I’étude de ce probléme, dans les cas ou & est
respectivement la classe des groupes finis résolubles,
la classe des groupes finis nilpotents et la classe
des groupes finis abéliens.

Pour tout groupe fini G et tout élément x de
G, Cg(x) désignera le centralisateur de x dans G
(noté N, dans [4]).

A) LE cAS DES GROUPES RESOLUBLES.

Le résultat fondamental est le théoréme suivant,
qui améliore le théoréme 4 de [4]:

Théoréme 1. — Soit G un H,,-groupe; alors
G est résoluble.

Sa démonstration repose sur les deux faits
suivants :

Lemme 1 (Gallagher ([1])). — Seoit G un groupe
fini, et N un sous-groupe distingué de G; alors
d(G) € d(N)d(G/N), et on a Uégalité si, et
seulement si, la condition suivante est satisfaite :

(*) (VoeG) Cgn(oN) = C4(c)N/N.

Remarque . La condition (*) implique en par-
ticulier que, si N est abélien, alors N <« Z(G); il
suffit en effet de l'appliquer a un élément
quelconque o de N.

Démonstration : On a, pour tout ceG,

Co(G)N/N = Con(oN).

On a donc
Cs(0)/Cn(o) = Cg(0)/Cslc) N N
& Cg(o)N/N = Con(oN),
d’ou
(Vo eG) |Cq(0)/Cr(o)| < |Con(cN)|.
On a donc

IG?d(G)= ) ICs(0)I< Y |Cx(9)]|ComnoN)]

ceG seG

= 2 1Cen®)I X ICx(a)
5 e G/N ceS

= Y |CenS)| Y, lineNinc = on}|
SeG/N i

= ¥ ICsu8) Y 18 C@)l.
8 € G/N neN

Or supposons S~ Cg(n) # @&, et soit
teS n Cg(n); alors S n Cg(n) est constitué des
tm, pour me N, qui commutent avec n, c’est-a-
dire tels que

tmn = ntm,

soit (car te Cg(n)) tmn = tnm, soit mn = nm,
d’ou

S n Cg(n) = tCy(n).
8 n Cg(n) est donc soit vide, soit une classe &
gauche selon Cy(n); on a donc

IS n Ca(m)| < [Cu(m)].
Le calcul ci-dessus donne alors

IGI%d(G) < 3, |Con(S)l Y IS Cq(m)l

Se G/N neN

< Z [Co (S)] Y. ICu(m)

SeGN neN
=( > |CG:N(S))(Z |CN(H)I>
S e G/N neN

= |G/N[? d(G/N).|IN|* d(N)
= |G|*d(G/N) d(N).
On en déduit linégalité d(G) < d(G/N)d(N),
et il est clair qu'on a I'égalité si, et seulement si,
les deux conditions suivantes sont satisfaites :

@) (VoeG) [|Cu(o)|/|ICn(o)] = [Com(oN)
(i) (YSeG/N) (¥neN) SnCe(n) # &.

D’aprés le raisonnement fait plus haut, la
condition (i) équivaut a

(i) (voeG) Cg(o)N/N = Cgn(oN),
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c’est-a-dire a la condition (*). Pour établir le
résultat, il suffit donc de montrer que la condition
(i") implique la condition (ii).

Supposons donc (i') et soit S = uNe G/N et
neN; en appliquant (i'’) & ¢ = n, on obtient

G = Cz(n)N, d’ou ueCg(mN;

il existe donc ce Cg(n) et me N tels que u = cm;
on a donc

c=um 'euNn Cq(n) =S n Cgn),

d’ou
5nCsn) # I,

soit (ii). D’ou le résultat.

Théoréme 2 (Blichfeldt). — Soeit G un groupe
fini simple non abélien possédant un caractére
irréductible y # 1 tel que x(1) < 3; alors G est
isomorphe a As, PSL,(F,) ou Ag.

Démonstration : 1l s’agit d’un corollaire immédiat
du théoréme des pages 250 et 251 de [3].

Remarque : Dans une situation plus générale,
un théoréme de Jordan (cf. [3], p. 249, théoréme
14.12) affirme 1’existence d’une fonction f: N — N
telle que, pour tout entier n, si G est un sous-
groupe fini de GL,(C), il existe un sous-groupe
abélien distingue A de G tel que

IG:Al < f(m);
le théoréme 2 correspond au cas n = 3.

Démonstration du théoréme 1 : 11 suffit évidem-
ment de démontrer que si G est un groupe fini
non résoluble, alors d(G) < 1/12; soit donc

G=Gy>G D> - >G, = {l}

une suite de Jordan-Hoélder de G. D’aprés le
lemme 1 et un raisonnement par récurrence
évident, on a

d(G) < [] d(Gi/Gisy).
i=0

G n’étant pa$ résoluble, il existe un indice j tel
que G;/G;;, soit non-abélien; on a alors

d(G) < d(G,/G;. ).

Il suffit donc de démontrer le résultat dans le cas
ou G est simple et non-abélien, ce que nous
supposerons désormais. D’aprés le raisonnement
fait au cours de la démonstration du lemme 2 de
[4], on a

IGld(G) = Y o
izl
G| = ¥ o

izl

ou, pour tout ie N* o, désigne le nombre de
caractéres irréductibles de degré i de G. Supposons
o, = o3 =0; on a alors (car a; = |G/G’| =1,
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G étant simple et non-abélien) :
IGl—1= % o, = ¥ iPoy

i=2 iz4

=16 Y o = 16(G|d(G) — 1),
iz4

d’on

d(G) < (1/16) + (15/16|G]).
Or G est simple et non-abélien, donc |G| = 60,
d’ou

d(G) < (1/16) + (15/960) = 5/64 < 1/12.

On peut donc supposer que a, # 0 ou a3 # 0;
il résulte alors du théoréme 2 que G est isomorphe
a Ag, PSL,(F;) ou Ag; or on a

d(A5) = 1/12
d(PSL,(F,)) = 6/168 = 1/28 < 1/12
d(Ag) = 7/360 < 1/12.

D’ou le résultat.

Remarque 1 : La démonstration que nous venons
de donner prouve que A; est I'unique groupe fini
simple non-abélien de degré de commutativité
1/12.

Remarque 2: Avec les notations du théoréme
ci-dessus, on peut montrer que, pour tout groupe
simple fini non-abélien, a, = 0: cf. [3], pro-
bléme 3.3, p. 44.

Il est clair que, pour tout groupe fini abélien
C, A; x C est non résoluble et que

d(As x C) = 1/12;

réciproquement, le théoréme suivant donne une
condition nécessaire sur un groupe non résoluble G
pour que d(G) = 1/12:

Théoréme 3. — Soit G un groupe fini non
résoluble tel que d(G) = 1/12; alors G posséde
deux sous-groupes caractéristiques M et N tels que

)] M < Z(N)
(ii) N/M A,
(111) G/N est abélien.

Démonstration : Soit
{1} = G, char G,_,; ... char G, = G

une suite caractéristique de G, c’est-a-dire une
suite de sous-groupes caractéristiques de G tels
que, pour tout i € {1, ..., n}, les seuls sous-groupes
caractéristiques H de G tels que G, =« H c G,_,
soient G; et G;_;. On a, d’aprés le lemme I,

n—1
d(@G) < [ d(Gy/Gisy).
i=0
G étant non résoluble, il existe un indice
jef0,...,n — 1} tel que G;/G;,, soit non
resoluble ; G;/G;.,, ¢€tant caractéristiquement
simple, est alors isomorphe 4 X™ pour un certain



