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QUESTIONS DE COURS.

Voir le cours.

EXERCICE 1

La partie linéaire 7 de r transforme le vecteur de coordonnées (z,y, z) dans la

- - = , " ” " N
base (4, 7,k) de E en le vecteur de coordonnées (x ,y ,z ) dans cette méme base,
ou

T —5T+ Y — 552
//_4 3
y//_gm_gz

12, 3, _ 16
2 = 75T~ 5Y — 357

5 5 25

M= ‘53 0 -3
12 3 _ 16

25 5 5

On vérifie facilement que MM = I3; 7 est donc une isométrie de E, donc r est
une isométrie de £.

De plus
det(¥) = det(M)
5t B
— 4 _3
~ e % Th
25 5 25
= (g 03+ (D) + (52 () 2))
(50— g) + (D)D) + () (E)(E)
288 337
= o5 (o)
625
= o

=1

9

donc 7: E — E est une rotation. Il en résulte que r est un vissage.
1
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Cherchons les éventuels points fixes de r. Le point M de coordonnées (z,y, z)
est invariant par r si et seulement si x = x/, Y= y/ et z = z/, soit

—_9 4, _ 12 16
x—425x+5y %% T 35
y=zx—5z—1
_ 12 .7 3, 16, 13
Z="25T 5 %41t 3
ou
y—%x—%z—l
T —%x—kg(%m gz—l) %z—l—%
=gt 5T 52 -1 -2+ 7,
soit
y—%x—éz—l
T 212
25 25 5
P Y Pk AP
25 25 5
ou
y—%x—gz—l
m——gz—i—;—o
Z_—Z$+§,

c’est—a—dire

—_3
z —Zx 5
ou
_ 4 3 3 5
{ y=32—5(-w+3) -1
Z:—Z$+§,

r est donc une rotation.

Son axe D est dirigé par le vecteur de coordonnées (4,5, —3) et passe par le point
de coordonnées (2,0, 1).

Pour déterminer I'angle 6 de r, on peut construire une base orthonormée directe

(i, 7, W) dans laquelle @ appartient & la direction D de l'axe D. Si P désigne la
matrice de passage de (4, j, k) a (i, ¥, W), on aura

1 0 0
P7'MP = |0 cos(§) —sin(6)],
0 sin(d) cos(9)

et le calcul nous donnera cos(6) et sin(#).
Ici un argument de trace permet d’abréger les efforts :
14+2cos(d) =Tr(P*MP) =Tr(M)=—1
d’ou cos(f) = —1 et 6 = 7[27].
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EXERCICE 11

Rappelons que pour chaque vecteur ¢ € ﬁ, on

NTINU DU 26 AVRIL 2022

a

fotg:tf(g) Of.
(1) Vuque fof=tg fof estbijective, donc f est bijective. On a

tigof = fota
= fo(fof)
= (fof)of
= tgof.

En composant a droite avec 'inverse f
est bijective) on obtient que tf(a) =tz d
(2) On a

~lde f (ce qui est légitime car f

—

o f(@0) = 4.

fotg = tp_gof
= t ra of
2
= t_% Of
(d’apres (1)).
Il en résulte que
gog = (t,%of)o(t—%of)
= t_%o(fot_%)of
= tfgo(t,gof)of
= t_% ot_go(fof)
= t_% t_% otlg
ba-g)ta
= Id£~
(3) Il apparait que
. _—
g = fotg
= ?Ot—;
~

(4) Vu que f est une isométrie de

—

det(f)

= -1, fest I'opposé d’une rotatio

g, fest une isométrie de E Du fait que

n vectorielle & E — ﬁ

D’apres (1) on a f(@) = @, donc h(@) = —i. h est donc une rotation vec-

torielle possédant la valeur propre —1 ; ¢
par rapport a une droite vectorielle.

‘est donc la symétrie orthogonale
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f = —h est alors la symétrie orthogonale par rapport & un plan
vectomel.
(5) On a
tz(0) = (fof)O)
= f(f(0))
= f(4)
= B
d’ou
i=0B=2{+2k
(6) On a
) = floc)
= fO)f(C
— 4D
= 7
Par ailleurs on a vu que f (@) = 4. F, étant Pensemble des vecteurs fixes

par § = f, contient donc @ = 2i + 2k et 7 1 vu que ces deux vecteurs sont
indépendants, F est engendre par r et 5 est donc contenu dans le plan
d’équation (dans la base (i, ,k)) # = z ; il lui est donc égal

f = g étant la symétrie orthogonale par rapport a F on trouve que
I'image par f du vecteur de coordonnées (z,y,z) est le vecteur de coor-
données (z,y, ).

Il en résulte I'existence de trois réels a, b et ¢ tels que, dans le repere
(O,f,j, E), f soit donnée par

flz,y,2) =(z+a,y+ bz +c).
Du fait que f(O) = A, on détermine que (a,b,c) = (1,0, 1), soit a = 1,
b=0etc=1.
Il s’ensuit que lorsque M a pour coordonnées (x,y,z) dans le repere
(O,f,f, IZ), f(M) y a pour coordonnées

’

r =z+1
y/zy
z =z + 1.

On peut vérifier que cette application possede bien toutes les propriétés
requises.



