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L3 MATHEMATIQUES, 20212022
THEORIE DES GROUPES
CORRIGE DE L’EXAMEN DU 11 JANVIER 2022

PAUL LESCOT

EXERCICE 1
On a
|G| = 1805 = 5.361 = 5.192.
G 1805
On sait que ns divise u =5 = 361 = 192, et n5 = 1[5]; on a donc

ns € {1,361}. Les valeurs possibles de ns sont donc 1 et 361.
Soient S et T' deux sous—groupes de G d’ordre 5 ; alors SNT C S, donc
S NT est un sous—groupe strict de S, ot SNT = {eg}.

Vu que ns # 1, on a, d’aprés (1), ns = 361. Soient (S;)i1<j<s61 les
sous—groupes d’ordre 5 de G. On vient de voir que les (S; \ {ec})i<j<361
sont deux a deux disjoints et de cardinal 5 — 1 = 4. Soit alors

361
€:=J 5\ {ec})
j=1
il s’avere que |€] = 361.4 = 1444.

Soit maintenant U un 19-sous—groupe de Sylow de G (|U| = 192 = 361);
les éléments de U sont d’ordre divisant 192, donc n’appartiennent pas a &,
d’ou

UcCG\E.
Mais
|G\ &| = |G|\ |E| = 1805 — 1444 = 361 = |U|
et
U=G\E.

Il y a donc au plus un 13-sous—groupe de Sylow de G, donc exactement
un.
Si ns = 1, 'unique sous—groupe d’ordre 5 de G est distingué dans G.

Si ms # 1, il résulte de (2) que G contient un unique sous—groupe U
d’ordre 361 ; mais alors U est distingué dans G.

Dans chaque cas, nous avons mis en évidence un sous—groupe distingué
de G autre que {eg} et G : G n’est pas simple.
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(1) Notons 7 la classe du rationnel r € Q dans G =
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EXERCICE 11

Q
=-

Soit g € G ; alors g =T pour un r € Q. On peut écrire

T =

4
b

avec a € Z et b € N\ {0}.
Alors

bg = g+..+g
—_——

b termes

= T+..+T
——

b termes

= r+..+r
——

b termes

!
g

[
—~ ol g

car a € Z)

|
o
fo]

N|

On a donc bz = 0q, donc g est d’ordre fini divisant b.
z

(2) On a

donc

Soit (z,y) € G2

d’ou

p"0g = O¢g

0qg € Gp}n.

o 3 alors

p"(x—y)=p"z—p"y=0g —0g =0¢g

-y €Gpn;

G, est donc bien un sous—groupe de G.
Soit « € Gy p, ; écrivons ¢ =T pour un r € Q. Alors

pr =p"F =p"x =05 =0

donc a := p™r € Z. Divisons a par p" : a = p"qg+ savec 0 < s < p” — 1.

Alors

et

Réciproquement, si x =

Les

|

3

3

p'”/
(0 < s <p"™—1) sont deux a deux distincts car, si
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C 0<k<i<p"—1,alors 0 <l —k <p" et p" ne divise pas [ — k, d’ou

k l
gl aleeng
p p
On a donc
Gpn = {F(O <s<p"-1)}
et
|Gpnl =p".

(3) Soit H un sous—groupe de G d’ordre p™. Pour chaque z € H, ordre w(zx)
de z divise Vordre |H| = p™ de H, donc p"z = Og, soit z € Gp,. On a
donc H C G, ; mais

|H| = p" = |Gp7n

d'ott H = Gpp.
G, est un groupe infini dénombrable dont chaque sous-groupe de type fini est
un p—groupe fini cyclique. On 'appelle le p—groupe de Priifer.

ExXERcICE III

(1) On sait qu’existent dans Da,, deux éléments ¢t d’ordre 2 et = d’ordre m tels
que Dy, =< t,x > et tat™! =z~
De méme existent dans Ds,, deux éléments u d’ordre 2 et y d’ordre n
tels que Do, =< u,y > et uyu™' =y~ L.
Soient a := (t,u) € G et b= (x,y) € G. Pour chaque k € Z, on a

bt = (a,y"),
donc b* = eg si et seulement si ¥ = ep,, et y* = ep,, , soit w(z) | k
et w(y) | k,oum | ketn|k Vuquem et nsont premiers entre eux, cela
revient & mn | k : on a donc w(b) = mn.

On voit (encore plus) facilement que a est d’ordre 2.

De plus

aba =

= bl

Il s’ensuit que le sous—groupe < a,b > de G engendré par a et b est
diédral d’ordre 2mn : H :=< a,b > convient.
(2) L’ordre de G est

L’indice de H dans G est donc
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16l
|H|
4dmn

2mn
= 2.

[G:H| =

Il en résulte que H est d’indice 2 dans G ; il est donc distingué.

EXERCICE IV
(1) L’ordre de G est égal au nombre de quadruplets (a,b,c,d) € Ff, tels que
ad — bc # 0. Si a = 0, cela revient & be # 0, soit b # 0 et ¢ # 0 ; on peut
donc choisir d arbitrairement dans F, et b et ¢ dans F,, \ {0}.
Si a # 0, on peut choisir arbitrairement b et ¢ dans F,, et reste alors une
b
condition sur d : d # —c, d’ou p — 1 possibilités pour d.
a

On trouve donc

|GLy(Fp)| = plp—1)°+(p—1)p*(p—1)
= plp—-1*(p+1)
= (p—DE+Dplp-1)
= @ -D0*-p)
(2) Soit (M,N) € G? ; écrivons
a b
=t
et
_le f
M= [9 h]
Alors
MN — [ae—i—bg af—i—bh}
ce+dg cf+dh
et
det(MN) = (ae+bg)(cf+ dh)— (af + bh)(ce + dg)

= (aecf + aedh + bgcf + bgdh) — (afce + afdg + bhce + bhdg)
= aedh+ bgcf — afdg — bhce

~ (ad—b)(eh — gf)

= det(MN):

det est un morphisme de groupes.
Soit x € Fy, ; définissons

x
i

=1 Ol
| —
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Alors A€ G et
det(4)=21-00=ux:

det est surjectif.

(3) On a
G B G
SLy(F,)  ker(det)
~ TIm(det)

(car det est surjectif d’apres (2)), d’olt

pp—1%(p+1) _ G
|SL2(FP)| |SL2(F;D)|
BT S
SL2(FP)

= [|F

= p_17

d’olt

[SLy(Fyp)| = plp — D(p +1).
(4) D’apres (1), GLy(F2) est d’ordre (22 —1)(2% — 2) = 3.2 = 6. Soient

A= {1 1] € GLy(F3)

0 1
et
10
Alors o
0 1
AB = {i 1}
et o
11
bA= L 0] :
d’on AB # BA.
Donc GL3(F5) est un groupe non abélien d’ordre 6 ; il est donc isomorphe
a Xs.

On peut aussi remarquer que G Ly (F3) agit naturellement sur F3\ {0,0},
lequel est de cardinal 3 ; on obtient ainsi un morphisme de GLo(F3) dans
Y3, dont 'on peut voir qu’il est bijectif.

(5) (bonus)

Soit

a b

M = [c } € Z(SLy(F3)).

d
0
1

Alors M commute avec

1
==
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et avec

a b
c d
1 [a b
1| |c d
Onadonca+b=a,c+d=a+ceta=a+c, soita=detb=c=0,
d’ou ~
a 0
M= [O }
Du fait que M € SLy(F3), on aa?=1et a € {1,-1}. Donc
1 0] [-1 ©
Z(S8Ly(F3)) C {[0 J ) [ 0 _J}-
L’inclusion réciproque est évidente ; on a donc

z(SLz(Fg)){B ﬂ[_oi —61}}'

et

Mais alors
| SLy(Fs) | = [SLy(Fs)|
Z(SLy(F3)) |Z(SL2(F3))|
33— 1)(3+1)
2
(d’apres (3))
24
2
= 12.

Soit maintenant u la classe de

F O} € SLy(F3)

0 —1
SLy(F3) .
dans ——————-—, et soit v la classe de
Z(SL2(F3))
0 1
SLs(F3)
dans ————.
Z(SLa(F3))
On voit aisément que u et v sont d’ordre 2, et que uv = vu # 1 sy,
SL(Fs) Z(5L3(F3))
< u,v > est donc un sous-groupe de — 222 3)__ isomorphe au groupe de
) BIOIPE 2 (SLa(y)) ORI BT
: SLy(F3
Klein. —————*—~ est donc un groupe d’ordre 12 dont un 2-sous—groupe
Z(SLy(Fs)) srotp sroup

de Sylow est isomorphe au groupe de Klein ; en vertu de la classification
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Z Z
des groupes d’ordre 12, il est donc soit isomorphe a 27 X 6z soit diédral,
soit isomorphe & Ay.

. . . SLy(F3) )
Si ’'on se trouvait dans I'un des deux premiers cas, ——————— aurait
P Z(SngFgg)
. . SLo(F3
un unique sous—groupe d’ordre 3. Mais les classes dans ——————*— de
a B Z(SLy(Fs))

b o
i

engendrent deux sous—groupes distincts d’ordre 3, une contradiction. On
a donc nécessairement

et de

SLy(Fs)
Z(SLy(F3)) A

On peut aussi raisonner plus géométriquement : SLy(F3) agit naturelle-
ment sur ensemble des droites vectorielles de F3, lequel est de cardinal
4. On voit aisément que le noyau de cette action est Z(SLz2(F3)); on en

e , SLy(F3)
déduit I'existence d’un plongement de Z(SLa(Fy))
ce plongement est un sous—groupe d’ordre 12 de Y4 ; il s’agit donc de Ay,
d’ou le résultat.

dans 4. L’image de



