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1. Définitions et généralités.

DEFINITION 1.1. On appelle groupe un ensemble G' muni d’une loi de compo-
sition interne * satisfaisant aux axiomes suivants :

(G1) Associativité
(V(a,b,¢) € G®) (axb)xc=ax (bxc),
(G2) Elément neutre
(Je € G) (Vae@)axe=exa=a,

et
(G3) Symétriques

Mae@) (FbeG)axb=bxa=ce.
Si on a de plus
(G4)
Y(a,b) € G* axb=Dbxa,
le groupe G est dit commutatif (ou abélien).

REMARQUES 1.2. (1) L’élément neutre e est unique.
Supposons en effet I'existence de deux éléments neutres e; et e ; alors

(VaeG)axe; =e1xa=a
et
(Va € G) axey =egxa = a.
Prenant a = e; dans la premiere équation, I’on obtient
ey kel = €1 %€y = € ;
prenant alors a = e; dans la seconde, il vient
€1 x€g = €9 xeyp =eq1 .
Mais alors
€2 =€2%€] = €1,
et
€y = €71.

Ainsi, sous ’hypothése (G2), il n’y a aucune ambiguité dans I’énoncé
de (G3).
(2) Pour chaque élément a de G, 'élément b figurant dans (G3) est unique.
En effet, supposons

axb=bxa=c¢e
et

a*xCc=c*xa=Ee.



11 vient
c = ex*c
(par (G2))
= (bxa)x*c
= bx*(ax*c)
(par (G1))
= bxe
= b
(par (G2)),
d’ott ¢ = b.
On notera dorénavant cet élément a/, et on lappellera I’inverse (ou

le symétrique) de a.
(3) On peut remplacer 'axiome (G3) par

(G5) VaeG)(FeqG) axb=c.

En effet, il est clair que (G3) entraine (G5), donc la conjonction de
(G1), (G2) et (G3) entraine celle de (G1), (G2) et (G5).

Réciproquement, supposons (G1), (G2) et (G5) satisfaits, et démontrons
(G3).

Soit a € G ; d’apres (G5), il existe b € G tel que a+b = e, et il existe
c € G tel que b* ¢ = e. Mais alors

c = exc
(d’apres (G2))
(axb)*c
= ax(b*c)
(d’apres (G1))
ax*e
= a

(d’apres (G2)),

soit ¢ = a.
Il s’ensuit que
bxa=bxc=ce,

d’ou
axb=bxa=c¢e
et (G3).
Au passage nous avons établi que a =b=c= a, d’ou a =a pour

tout élément a de G.
(4) Prenant a = e dans (G3), on obtient exe =e, d’ou e = e d’apreés (G2):
I’élément neutre e est donc son propre inverse.

On notera le plus souvent a * b par ab ou a.b, e par eq, 1g ou 1.

Si G est abélien on notera parfois a * b par a + b et e par 0 ou Og, ainsi que a
par —a.
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Dorénavant G désignera un groupe ; ab := a * b.

LEMME 1.3. Pour tout couple (a,b) € G2, il eviste un unique ¢ € G tel que
ac = b, et il existe un unique d € G tel que da = b.

DEMONSTRATION. De ac = b suit

d’ot 'unicité.
7’ . . ’
Réciproquement, soit ¢ = a b; alors

ac = a(a/b)

et ¢ convient.
Le raisonnement est semblable dans 'autre cas (sans surprise, on trouve

d=ba).
([l
PROPOSITION 1.4. (1) Vze@) (z) ==
(2) Y(z,y) € G* (wy) =y,
DEMONSTRATION.

(1) Cela a été établi incidemment lors de la justification de la Remarque
1.2.(3). En effet, on a vu que

(Vae@)d =a.
(2)
(zy)(xy) = eq
= zz
= (zeg)z
(@(yy))a’
= ((xy)y)e
= (w)y'z).
La conclusion suit alors du Lemme 1.3.

DEFINITION 1.5. (Puissances d’un élément)
Soit x € G ; on définit 2° = eg,

(Vn € N) 2"t .= 2"z,



et

’

(Vn < —1) 2" :=(z )™
REMARQUES 1.6. Dans un groupe G, le produit vide est conventionnnellement

considéré comme égal a I’élément neutre eg, ce qui est cohérent avec la définition

ZL’O = €eqg-

Par ailleurs on a, pour chaque x

et

’

e l=()y" D =@) =2
PROPOSITION 1.7. (Vx € G) (V(m,n) € N?) gm*" = gmzgn,
DEMONSTRATION. Fixons m € N et x € G ; on va établir que
(Vn € N) 21" = 22" (P,)

par récurrence sur n.
Pour n = 0 c’est évident :

x(m+n)+1

g

= (2Mz™)x
(dapres (Pn))

= z"(z"x)
(d’apres (G1))

— xmxn—Q—l

soit (PnJrl)- O
LEMME 1.8. Pour chaque x € G et chaque n € Z,
(l,n)fl — (Ifl)n ="

DEMONSTRATION.

1°) n € N.
Nous allons procéder par récurrence sur n.
Sin =0 on a bien

et
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Supposons le résultat établi au rang n ; alors

@) = )
d’apres la Définition 1.5)
BCON
d’apres la Proposition 1.4(2))
—1(z1)n
par 'hypothese de récurrence)
(e~
g~ lyl+n

—~

|
8

—~

|
8

—~ o~~~

d’apres la Proposition 1.7)
_ (x—l)n+1 .
de plus, il suit de la Définition 1.5 que
m—(n-&-l) _ (gj_l)_(_(”+1)) _ (x—l)n-‘,-l7
et le résultat au rang n + 1 s’ensuit.
2°)n < —1.
Alors
@)™ = (7)™
(Définition 1.5)
= ((z7hH)7hH7"(d’apres le résultat de 1°) appliqué & —n € N)

z*'ﬂ

et

(x—l)n

—
—
&
|
—
N
|
—
N
|
3

Il
8

Nous sommes maintenant en mesure de généraliser la Proposition 1.7.
THEOREME 1.9. (Vz € G)(V(m,n) € Z?) 2™ = xma".

DEMONSTRATION. Supposons d’abord m € N ; alors on a vu que 1’égalité était
vérifiée pour chaque n € N. Deux autres cas peuvent se présenter

19—m<n<-—1

Alors

m+n(xn)—1 _ m+n(x—1)n

Lemme 1.8)
m+n((x—1)—1)—n
en vertu de la Définition 1.5)

m+nx7n

pm+m)+(=n)

T

I
8 o8

—

8

(car m+n>0et —n > 0)

— xm,



d’ou

M (mern(zn)fl)xn
_ mern((xn)flxn)
= gMtne
xm—i—n
2°)n < —m—1
Alors k:=—-n—-—-m>1et
mm—&-n — l‘_k
_ xfl)k
= e(zhH)k

On a donc établi le résultat lorsque m € N.
Soit maintenant m < —1 ; il suit

P x7m+(m+n)
x—mxm+n ,
d’ou
xmzn — :Cm T —m m+n)
— (.Ifml‘ m) m—+n
= (@ (@) e
— emnz-{-n
= oMt

COROLLAIRE 1.10. (Vz € G)(Y(m,n) € Z2) 2™ = (z™)".

DEMONSTRATION. x € G et m € Z étant fixés, nous établirons d’abord le
résultat pour n € N, par récurrence sur n.
Pour n =0, on a bien

(mm)o —e= xO _ ZEm'O — pmn
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Supposons le résultat établi au rang n ; alors

(xm)n+1 _

CORE

par 'hypotheése de récurrence)

— xmn+m

(Théoréme 1.9)
_ xm(n+1) ,

soit le résultat au rang n + 1.
Soit maintenant n < —1 ; on peut écrire

d’apres le Lemme 1.8)
m—l)m(—n)
car —n € N)

_ (xfl)fmn

)

d’apres le Lemme 1.8)

n

:l‘m

LEMME 1.11. Si (a,b) € G?, alors

(Yn € Z) (a"'ba)" = a~'b"a.

DEMONSTRATION. Etablissons d’abord par récurrence sur n € N que

Pour n = 0 on a bien

(vn € N) (a *ba)™ = a 'b"a. (1,)

(a™'ba)’ =e=a"'a=a"tea =a'0°

Supposons la propriété vraie au rang n ; alors

soit (L,41)-

(a 'ba)"™ = (a'ba)"a"'ba

aa"'ba

Pour n < —1 on a donc

a.



D’ou le résultat.

((a™"ba)=h)™"
(a—lb—l(a—l)—l)—n

(a o ta)™

at(b™H "
(car —n € N)
a 'b"a.

(]

COROLLAIRE 1.12. Si (a,b) € G? et ab = ba (on dit que a et b commutent)

alors

(Vn € Z) (ab)™ = a™b".

DEMONSTRATION. D’aprés le Lemme 1.11, on a, pour chaque n € N

b’l’L

soit

(a™ ba)™

a ba

(Vn € N) ab” = b"a. (I,))
Nous allons utiliser cette égalité afin d’établir que
(Vn € N) (ab)™ = a™b".

C’est clair pour n =0 :

a’?

e.e

(ab)®.

Supposons ’égalité vraie au rang n ; alors

(ab)™t?

d’ott le résultat par récurrence sur n.
De ab = ba il suit que

a7t = (ba)™! = (ab)"t =b"
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a~! et b= commutent.
Soit alors n < —1 ; il apparait que

(ab)" =

On a bien établi que
(Vn € Z) (ab)”™ = a"b".

COROLLAIRE 1.13. Si le groupe G est abélien, on a
(Vn € Z) (V(a,b) € G?) (ab)™ = a™b".
DEMONSTRATION. Puisque G est abélien, ’hypotheése du Corollaire 1.12 est
satisfaite par tout couple (a,b) € G2. O

Au vu du Théoréme 1.9, du Corollaire 1.10 et du Corollaire 1.13, ’on peut dire
que, dans un groupe abélien, I'opération “puissance” ((n,z) — ™) possede toutes
les propriétés habituelles.
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2. Groupes de petit ordre

On appelle ordre d’un groupe fini son cardinal |G].

Soit G un groupe fini d’ordre n. Enumérons les éléments de G : g1 = e = eg,
G2,---,0n- On peut maintenant construire la table de multiplication de

G : a l'intersection de la i—eme ligne et de la j—eme colonne, on fait figurer le
produit g;g;.

Le Lemme 1.3 entraine que chaque ligne et chaque colonne de la table fait
apparaitre une fois et une seule chaque élément de G.

Nous allons déterminer les tables de multiplication des groupes d’ordre

au plus 4.
n=1.
Alors G = {e} et ee = e, d’ou la table
e
el e

n=2
Alors G = {e,a} pour un a # e. D’apres le Lemme 1.3 on a, vu que a # e,
aa # a.e = a, d’ou aa = e. Il en résulte la table

e a
e € a
a a (&

n=3

Alors G = {e,a,b}. D’apres le Lemme 1.3, vu que a # e, ab # ae = a, et, du
fait que b # e, ab # eb = b. On a donc ab = e. Le méme raisonnement avec a et
b inversés donne que ba = e. Mais alors, de a # e et a # b suivent a® # ea = a et
a? # ab=e, donc a® = b ; on a de méme b? = a. Il en résulte la table

el a b

e el a b

al a| b| e

n=4

Deux cas peuvent se présenter.

Cas 1

Il existe a € G tel que a? # e.

Alors a # e, donc a® # ae = a ; on peut donc écrire

G ={e.a,b,c}

avec b = a?. Alors, vu que a # e, b # a, on trouve que ac # ec = ¢, ac # ae = a et
ac # aa = b ; on a donc ac = e, et de méme ca = e. En considérant la deuxiéme
ligne, il apparait que ab = ¢, et en considérant la deuxieme colonne que ba = c. 1l
est dorénavant aisé de compléter la table
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Cas 2

Pour chaque a € G, a® = e.

Soit G = {e,a,b,c}. Vu que b # e, ab # ae = a ; de méme, ab # b . Comme
b # a, ab # aa = e ; on a donc ab = ¢. Pour la méme raison ba = ¢, ac = b etc.,
d’ou la table

e|l el al b| c

al a e c b
b b cl|l el a

C c bl a| e

Il y a donc deux groupes essentiellement distincts d’ordre 4, 'un et 'autre
abéliens.

On remarquera que ’associativité n’a été nulle part utilisée. Nous avons en fait
démontré qu'un quasigroupe unitaire (ensemble muni d’une loi de composition
possédant un élément neutre et telle que la multiplication & droite et a gauche par
chaque élément fixé soient bijectives) d’ordre au plus 4 est un groupe. Ce n’est plus
exact des 'ordre 5 (exercice).
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3. Une caractérisation des groupes abéliens a partir des propriétés de
la soustraction.
Soit G' un groupe abélien ; pour (a,b) € G2, posons
a—0b:=a+ (-b).
Il apparait que pour tout élément g de G
g—9=9+(-9)=0.

En outre, pour tous a, b, et ¢ éléments de G :

a—(b—c) = a+(—(b+(-0))
=t (0 + (-b)
= a+(c+(-b)

et

a—((b—-5b = a—-0
a+ (—0)
a+0

Réciproquement
THEOREME 3.1. (Vaughan, [1], p. 349) Soit G un ensemble non vide muni
d’une loi de composition *x satisfaisant les identités suivantes :

Y(a,b,c) €G3 ax(bxc)=cx(bxa) (C1)
et

Y(a,b) € G* ax(bxb)=a. (Co).

Alors il existe une unique loi de composition + sur G telle que (G, +) soit un
groupe abélien et que la soustraction associée (—) coincide avec *.

DEMONSTRATION. Soit u € G ; on doit avoir, comme vu ci-dessus
O=u—u

soit
O=ux*xu
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et, pour tout (a,b) € G?

a+b = a—(-b)

d’ou 'unicité.

Réciproquement, posons e := u * u et définissons

a+b:=ax(exb)

Il apparait que, pour tout a € G,

axe = ax(uxu)

\
)

(d’apres (C2)).

(1) + est commutative
Pour (a,b) € G?

a+b = ax(exb)
= bx(exa)
(d’apres (Cq))
= b+a.

(2) e est élément neutre pour +
Soit a € G ;

e+a = a+te
(d’apres (1))
= ax(exe)
a
(d’apres (C2)).

(3) + est associative
Soient a, b et ¢ trois éléments de G ; alors
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(a+b)+c = (ax(exb))*(exc)
= c*(e*(a*(e*b)))
= cx((exb)*(axe))
(d’apres (C1))

= cx((exb)*a)
ax*((exb)xc)
(d’apres (Cq))

= ax*((exb)x(cxe))

= ax(ex(cx(exb)))
(encore d’apres (C1))

= ax(ex(c+D))

= a+(c+b)

= a+(b+c)
(d’apres (1)).

(4) Chaque élément de G posséde un symétrique pour +

Pour a € G, posons a’ := e * a. Alors
a/—i—a = a—i—al
= *(e*a/)
= ax(ex(exa))
(ax(exe))

(d’aprés (C1))
= * (a*e)
x (a*a)

(

dapres C1))

(d apres (Ca)) :

a est symétrique de a pour +.

Nous avons bien vérifié les axiomes des groupes abéliens : (1) équivaut a (GA),
(2) & (G2), (3) a (G1) et (4) & (G3); (G, +) est donc bien un groupe abélien, et

V(a,b) € G2
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a—b = a+(-b)
= a+b
= a*(e*b/)
= ax*(ex(exb))
= ax(bx(exe))
(d’apres (C1))

= axb.

La classe des groupes abéliens peut donc étre caractérisée au moyen d’une
opération et d’axiomes non existentiels.



16

4. Sous—groupes, classes modulo un sous—groupe.

Dans tout ce chapitre, G désignera un groupe noté multiplicativement, sauf
dans les Exemples 4.2 et 4.6.(1), ainsi que P'exercice 4.8 ; 'inverse d’un élément x
d e G sera noté z~!.

On appelle sous—groupe de G une partie H de G formant un groupe pour le
restriction de la loi de composition de G. On notera parfois H < G pour indiquer

que H est un sous—groupe de G.

PRrROPOSITION 4.1. Soit H C G ; les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) e e H,V(z,y) e H> 2y H et Vx € H)z ' € H ;
(2) H est un sous—groupe de G ;
(3) H#0D etV(z,y) € H> zy~' € H.

DEMONSTRATION. 1) = 2)
Vu que pour tout couple (z,y) € H? on a xy € H, la restriction &
H de la loi de composition interne sur G définit une loi de composition
interne sur H, dont I'associativité est évidente.
Du fait que e¢ € H, eg est un élément neutre pour cette loi : ey
existe, et ey = eq.
Soita e H;a ' e H et
aa ' =ala= eqg =eq,
donc a~! est un symétrique de a dans H.
H est donc un sous—groupe de G.
2) = 3)
eg € H donc H # ().
Soit alors (z,y) € H? ; H étant un sous—groupe de G, il existe, en
vertu du Lemme 1.3 appliqué dans H, un élément z € H tel que zy = =.
Mais le méme Lemme appliqué dans G entraine que z = zy~ ', d’ou
ry l=z€cH.
3) = 1)
H # (), donc il existe h € H ; alors eq = hh™! € H.
Soitz € H;z '=eqgz™! € H.
Soit (z,y) € H? ; y=* € H donc zy = z(y~ ')~ € H.

EXEMPLE 4.2. G = Z, ensemble des entiers relatifs, muni de I’addition habituelle.
Il est facile de voir que, pour chaque n € N,

nZ = {nala € Z}

est un sous—groupe de Z.

Réciproquement, tout sous—groupe de Z est de cette forme. Soit en effet H un
sous—groupe de Z ; si H = {0}, H = 0.Z et n = 0 convient. Dans le cas contraire,
il existe un élément a € H, a # 0 ; vu que —a € H, |a| € H, et |a] > 1. On a donc

la| € HNN*;

HNN* est donc un ensemble non vide d’entiers positifs. Soit n son plus petit
élément. Pour y € Z, trois possibilités apparaissent :
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(1) y>1
Alors
ny=n-+..+né¢€H.
—_——
y termes
(2) y=0.
Alors ny =0 € H.
(3) y<-—1.
Alors, du fait que n € H, —n € H et
ny = (-n)(-y)
= (=n)+..+(—n)
—1vy termes
€ H.

On a donc ny € H pour tout y € Z, soit nZ C H.
Réciproquement, soit h € H. Effectuons la division euclidienne de h par n ; on
obtient une expression de la forme

h=nqg+r,
avec (q,r) €Z? et 0 <r <n-—1.
Mais alors nq € nZ C H, donc nq € H et
r=h—-nge H ;

vu que r < n, on ne saurait avoir r € N*, car on aurait alors » € H N N¥,
contrairement a la définition de n. Il s’ensuit que = 0, d’ou h = nq € nZ. Le
sous—groupe H est ainsi contenu dans nZ ; il lui est donc égal : H = nZ.

Les sous—groupes de Z sont donc les (nZ),en ; il est aisé de voir qu’ils sont
distincts pour des valeurs distinctes de n.

PROPOSITION 4.3. Soit I un ensemble non vide, et soit (H;);c; une famille de
sous—groupes de G ; alors l'intersection

()
il
est un sous—groupe de G.

E TRATION. Pour chaque 7 onae i, d’olt
DEMONSTRATION. P haq el ceH;, d

eGeﬂHi

iel
et
ﬂm#&
iel
Soit (z,y) € (N;e; Hi)? ; pour chaquei € I onax € H; ety € Hy, douxy™* € H.
Mais alors
ry~t e m H;;
i€l

on voit que [);c; H; satisfait aux deux conditions de la Proposition 4.1(3), donc
(ic; Hi est un sous—groupe de G.
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PROPOSITION 4.4. Soit X une partie de G ; il existe un plus petit sous—groupe
de G contenant X. On le note < X >, et on lappelle le sous—groupe de G
engendré par X.

DEMONSTRATION. Soit Fy ’ensemble des sous—groupes H de G tels que

X C H ; Fx n'est pas vide car G € Fx. En vertu de la Proposition 4.3,

< X >= ﬂHefX H est un sous—groupe de G. Vu que pour chaque H € Fyx
on a X C H, il apparait que X C ﬂHe}‘XH =< X >; < X > est donc un
sous—groupe de G contenant X.

Réciproquement, si H est un sous—groupe de G contenant X, on a H € Fx,
donc (par définition de < X >) < X >C H.

D’ot le résultat. ([l

On peut identifier explicitement le sous—groupe engendré par X :

THEOREME 4.5. Soit X un sous—ensemble de G ; alors
<X >={a'..x;rn>0,2; € X,¢; € {-1,1}}.
DEMONSTRATION. Soit
H:={a7"..a*In>0,z; € X,¢; € {—1,1}}.

On a eg € H, vu que eg est égal au produit vide d’éléments de X.

Soit (u,v) € H? ; alors

u =z

et

7 ’
_ € €m
V=Y ' Ym',

les z; et y; appartenant & H et les ¢; et e; a {—1,1}. Mais alors

/

!
-1 € € —€ —€ .
w =T Ym "y € H,

H est donc bien un sous—-groupe de G.
Soit € X; alors = 2' € H ; on a donc bien X C H.
Il en résulte que < X >C H.
Réciproquement, soit maintenant h € H ; h s’écrit

h =z,
Sieg=1,z7 =x;€ X C< X > donc zj €< X >.
Sie;=—1,vuquez; €< X > 25 =2, €< X >.
Dans tous les cas on a donc z§' €< X >, d'out h = 2" ..afr €< X >.
Onadonc H C< X > dou H =< X >. O
Si A={a,...,an}, on notera aussi
LAYy ey Uy =< A >,

que l'on appellera sous—groupe de G engendré par ay,..., a, ; si A = BUC, on
notera
< B,C >=< A >,
etsiAC XetzelX,
<Az >=<A{z} >=< AU{z}>.

EXEMPLES 4.6. Ces exemples seront repris en détail par la suite.
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(1) Dans (Z,+)
Z=<1>=<25>.
(2) Dans le groupe symétrique (X,,,0), on a
Sy =< (12), (12..0) > .
(3) Dans le groupe G := O2(R), soient A := O (R) 'ensemble des rotations
et soit s une symétrie orthogonale par rapport a une droite ; alors

G=<A{s}>.

DEFINITION 4.7. Le groupe G est dit de type fini s’il existe un sous—ensemble
fini X de G tel que < X >=G.

Tout groupe fini G est, bien stir, de type fini (il suffit de prendre X = G); Z
est de type fini (Z =<1 >).

Tout groupe de type fini est (au plus) dénombrable ; en particulier, O5 (R) et
O2(R) ne sont pas de type fini (exercice).

EXERCICE 4.8. Le groupe (Q,+) des nombres rationnels muni de l'addition
habituelle n’est pas de type fini.

THEOREME 4.9. Soient G un groupe et H un sous—groupe de G ; définissons
une relation Lg sur G (“équivalence d gauche modulo H”) par

xLyy si et seulement si v~ 'y € H.

Alors Ly est une relation d’équivalence sur G.
De méme, la relation Ry sur G (“équivalence a droite modulo H”) définie par

TRyy si et seulement si yr—' € H

est une relation d’équivalence sur G.

DEMONSTRATION. Pour chaque z € G,onax 'z =e € H, dot zLyx : Ly
est réflexive.

Supposons xLgy ; alors 27ty € H, d'ott (z7'y)~! € H. Mais (z7y)"! =
y Ha ) =y lz,dony 'z € H et yLya : Ly est symétrique.

Supposons maintenant xL gy et yLpz ; alors x 'y € H et y~'2 € H, d'ou

v lz= (Y (y ) e H

et Lz : Ly est transitive.

Ly est donc bien une relation d’équivalence sur G ; la preuve concernant Ry
procede de maniere similaire. O

Les classes d’équivalence selon Ry sont appelées classes a droite modulo
H, et celles selon Ly sont appelées classes a gauche modulo H.

REMARQUE 4.10. Attention au fait que cette convention n’est pas uniformément
respectée dans la littérature : certains auteurs qualifient de classes a droite mod-
ulo H ce que nous appelons classes a gauche modulo H, et réciproquement.

DEFINITION 4.11. Soit G un groupe ; un sous—groupe N du groupe G est dit
normal (ou distingué) dans G si

(Vr € G)(Vy € N) zyz~ " € N.
On note alors N < G.
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PROPOSITION 4.12. Si G est abélien, tout sous—groupe de G est distingué.

DEMONSTRATION. Soient x € G et n € N ; alors
' (

xnz™" = (zn)
= n(zz™h)

(L‘_l
= a’j_l

n)

= ne
= neN,
donc N «@. 0

REMARQUE 4.13. La réciproque de la Proposition 4.12 est inexacte : il existe
des groupes non abéliens dans lesquels tout sous—groupe est distingué (groupes
hamiltoniens ; Dedekind les a déterminés). Le plus petit d’entre eux est le groupe
quaternionique

QS = {17 _1a 7:7 _7:7j7 _j> ka _k}
dans lequel la multiplication est définie par ij = —ji = k et 12 = j2 = k%2 = —1.

LEMME 4.14. Un sous—groupe N de G est distingué si et seulement si
Ry =Ln.

DEMONSTRATION. Pour x € G, notons z sa classe d’équivalence selon Ly et &
sa classe d’équivalence selon Ry.
Supposons N <G, et soient x € G et y € 7 ; alors "'y € N, d’ou
yr ' =z 'yt eN
et xRyy : y € T. 1l s’ensuit que = C 7.
Supposons maintenant y € 7 ; alors yz~! € N, d’ott
e ly=a"Nyz e =2 (ya (@) eN

et zL Ny, soit y € &. On a donc & C &, d’out £ = T : les classes d’équivalence selon
R et selon Ly sont donc les mémes, d’ou Ry = Ly
Réciproquement, supposons que Ry = Ly, et soient x € G et n € N ; vu que

7 an)=neN,
on a L yzn ; mais alors TR yzn, soit znz~! € N, et
N«G.
O

DEFINITION 4.15. Soient deux groupes G et H ; on appelle morphisme de G
dans H une application ¢ : G — H telle que
Y(g1,92) € G* p(9192) = (g1)(g2)-
PROPOSITION 4.16.

(1) Si o : G — H ety : H— K sont des morphismes de groupes, alors
Yop:G— K en est un.

(2) Pour tout groupe G, Uapplication identité Idg : G — G est un morphisme
de groupes.
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DEMONSTRATION. (1) Soit (g1,92) € G* ;

)
(Vop)gi,92) = P(p(9192))
= Y(p(91)p(92))
= Y(elg1)v(e(g2))

= (Wop)(g1)(Wop)(ge) :

1) 0  est un morphisme de groupes.
(2) Laissé en exercice.

O

LEMME 4.17. Soit ¢ : G — H un morphisme bijectif ; alors o' : H — G est
un morphisme de groupes.

DEMONSTRATION. Soit (z,y) € H? ; alors

el (@) ) = el @)e(e ()
= ol Hzy)),
d’ot
o ) M (y) = ¢ H(zy)
et le résultat. O

Un morphisme injectif est appelé plongement.
Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme.

DEFINITION 4.18. On dit que les groupes G et H sont isomorphes, et on note
G ~ H, §’il existe un isomorphisme ¢ : G — H.

Il est facile de voir que deux groupes finis sont isomorphes si et seulement si
leurs tables de multiplication sont de la méme forme.

THEOREME 4.19. ~ est une relation d’équivalence sur la classe des groupes.

REMARQUE 4.20. Il n’existe pas d’ensemble de tous les groupes ; je ne m’étendrai
pas sur ce point.

DEMONSTRATION.
ldg :G— G

est un isomorphisme, donc G ~ G.

Si G ~ H, soit ¢ : G — H un isomorphisme ; d’apres le Lemme 4.17,
¢~ ! H — G est un morphisme, et il est évidemment bijectif, d’ott H ~ G.

Enfin, supposons G ~ H et H ~ K ; alors il existe des isomorphismes
90:G— Hetvy: H— K. Alors ¢ o ¢ est un morphisme (Proposition 4.16(1)), et
il est bijectif car ¢ et ¥ le sont; c’est donc un isomorphisme, d’otu G ~ K. (]

LEMME 4.21. Soient G et H deux groupes, et ¢ : G — H un morphisme de
groupes ; alors

(1) plec) =en
et
(2)
(Vo € G) p(z™") = (p(x)) "
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DEMONSTRATION. (1) On a
pleclen = leq)
= ¢legeq)
= wleg)elea),
d’ott ey = p(eq) d’apres le Lemme 1.3.
(2)
p(a)px)™ = en
= p(eg)(dapres (1))
= @z
p(2)p(a™"),
d’ott en effet p(z)~! = p(x71). O

DEFINITION 4.22. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes ; on appelle
noyau de ¢, et on note ker(p), ’ensemble

ker(p) :={z € Glp(z) =eny}.

On appelle image de ¢, et on note Im(p), I’ensemble

Im(p) := {p(z)|z € G}

PROPOSITION 4.23.

(1) Im(y) est un sous—groupe de H.
(2) ker(p) est un sous—groupe distingué de G.
(3) ¢ est injectif si et seulement si ker(¢) = {eq}.

DEMONSTRATION. (1) eg = ¢(eg) € Im(p), donc Im(p) # 0.
Soient a et b deux éléments de Im(y) ; on peut alors écrire a = ()
et b= ¢(y), pour un couple (z,y) € G2. 1l s’ensuit que

ab™t = p(x)e(y)”!
= pl@)ey™)
= lzy™") € Im(p).
En vertu de la clause (3) de la Proposition 3.1, il apparait que Im(y)
est un sous—groupe de G.

(2) p(eq) =en, donc eg € ker(p) : ker(p) n’est pas vide.
Soient z et y deux éléments de ker(yp) ; on voit que

elzy™") = o(@)ey™")
= o(@)(e(y) ™"

= eHe;{1

= €éH,

soit zy~! € ker(y). Le noyau ker(y) est donc bien un sous—groupe de G.
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Considérons maintenant = € G et n € ker(yp) ; alors
plana™!) = p(@)p(n)p(z™")
= p(z)enp(z™)
= p(2)p(z™)
= plaz™)
= yleq)
= €éH,
d’ott znz~! € ker(p) : ker(yp) est distingué dans G.
(3) Supposons ¢ injectif, et soit x € ker(p) ; alors p(z) = eg = p(eq), d’ou

x = eg en vertu de l'injectivité de ¢. On a donc ker(y) C {eg} et donc

ker(y) = {ec}.
Réciproquement, supposons ker(¢) = {eg}, et soit (z,y) € G? avec

o(z) = p(y). Alors

en = o@)p(x)
= o(@)e(y)~!
= @)y
= o(zy™)

d'ott 2yt € ker(p) = {eg}, Ty~ = eq et x =y : ¢ est injectif.

O

PROPOSITION 4.24. Soient G un groupe et H un sous—groupe de G ; il existe
un groupe K et un morphisme ¢ : K — G tels que Im(p) = H.

DEMONSTRATION. Il suffit de prendre K = H et de définir ¢ comme 1'injection
canonique

¢  H—>G
h— h.
Du fait que

V(h1,he) € H* @p(hihs) = hiha = p(h1)¢(ha),
il suit que ¢ est un morphisme de groupes. De plus
Im(¢) = {e(h)|h e H}
= {hlh € H}
H.
O

L’analogue de la Proposition 4.24 pour les noyaux et les sous—groupes distingués
sera établi plus tard.
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5. Groupes quotients, théorémes d’isomorphisme.

Dans tout ce chapitre, G désignera un groupe. Nous supposerons fixé, pour la
suite de ce chapitre, un sous—groupe distingué N de G.

Pour x € G, 'on notera z la classe d’équivalence de x pour Ly(=Ry), et N

I’ensemble de ces classes :

, choisissons x € G ety € G tels que a = T

zlQ

LEMME 5.1. Pour o € % et B €

et B =1y ; posons alors

a.f i =Ty.

G
Alors la loi . est bien définie et fait de N un groupe.

DEMONSTRATION. Supposons & = & = 2’ et 8 = § = ¢ : alors zLyz et
yLny ,soit 7'z € N et y~'y € N. Mais, du fait que N <G, on a alors
y a2y e N,

d’ou

(@) Hz'y) = yla7lay
= (' 2 )y Y
€N,

et xyENx/yl. Il s’ensuit que Ty = 2’y : la loi . est bien définie.

Soit (a, B8,7) € 3. écrivons a =z, f =g et v =z ((z,y,2) € G3). Alors

()

(aB)y =

la loi . est associative.
Soit « € N; alors a = z pour un x € G. Mais alors

a.eq = .f.G

I
8
o
Q

I
I
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et de méme
eqa = q;

ec = eg est donc un élément neutre pour la loi. .

G
N

G I
Pour g € 7 bosons v = y~1; alors

By = 3y

= €

et de méme v.0 =egc.
e G

Chaque élément de N possede donc un symétrique pour la loi . : (N’ .) est un
groupe. (I

REMARQUE 5.2. Une fois de plus il s’avere qu’en Algebre le plus difficile est
souvent d’établir que les objets naturellement considérés sont bien définis ; lorsque
tel est le cas, ils possedent généralement les propriétés voulues.

REMARQUE 5.3. On voit aisément, comme dans la démonstration de ’associativité,

G
que N est abélien des que G lest.

Z
EXEMPLE 5.4. (Exercice) Soit n > 1 un entier ; le groupe 7 est d’ordre n, et
n

Z _ _
= ={0,1,..,n—1}=<1>.
nZ {07 ) 7” } < >

En particulier, il existe au moins un groupe a n éléments.
REMARQUE 5.5. Des instances particulieres de ce groupe sont déja apparues
au §2 : pour n € {1,2,3}, 'unique table de groupe d’ordre n possible doit étre celle

de (ﬁ’ +), ce qu'il est d’ailleurs facile de vérifier.

Z
Pour n = 4, la premiére table obtenue est celle de 1z muni de I'addition, et la

Z Z
seconde est celle de — X — muni de 'addition composante par composante.

On l'appelle Groupe de Klein.

COROLLAIRE 5.6. Soient G un groupe et N un sous—groupe distingué de G ;
alors il existe un groupe K et un morphisme i : G — K tels que N = ker(¢)).

, G o
DEMONSTRATION. Prenons K = N et définissons

v o G—= K
g—g.
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Alors, pour tout (g,g/) € G?

U(gg) = gg/_
= g9
(par définition de la loi .)
= P(g)e(g)

¥ est donc un morphisme de groupes (on le notera désormais pg n : la pro-

jection canonique de G sur —).

Pour g € G, on a les équivalences

geker() <« wlg)=ex
= (g =eg
— g=c¢tg
<~ eglnyg
= eGlg eEN
<~ egg€eN
<~ geN,

d’out bel et bien N = ker(¢)). O

REMARQUE 5.7. Pour tout groupe G et tout sous—groupe N distingué de G, la

projection canonique pg n : G — N est surjective :

Im(pe.n) = {pan(9)lg€ G}

= {9ls G}
¢
N
THEOREME 5.8. (Premier Théoréme d’Isomorphisme) Soit ¢ : G — H
un morphisme de groupes ; alors

G
ker(p) — fm(p)-

DEMONSTRATION. Définissons

G
S
¥ ke (7) m(y)
z = (x).
(1) ¢ est bien définie.
Supposons = ¥ ; alors 2 Lyer(y)Y, SOit r71y € ker(yp) et

Toly) = e(ly)

= €H,

o()

d’ott p(z) = p(y).
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(2) ¥ est un morphisme de groupes.

Soit (a,b) € (keip) )2 ; écrivons a = u et b= ((u,v) € G?) ; alors
Ylab) = Y(uv)
= Y(w)
= o(uw)
= e(u)p(v)
= Y(a)y(b)

(3) ¢ est injectif.
11 suffit pour le voir de lire & rebours le raisonnement de (1) : sup-
posons ¥(a) = ¥(b) (a ==z, b=1y) ; alors

p(x) = (7)) = p(a) = ¢(b) = ¥(7) = ¢(y),

d’ou

—1 -1

ple™y) = p(x)" w(y) = en,
soit 71y € ker(yp), TLyerpyy et T =y, dota=r=y=0.
(4) ¢ est surjectif.
Soit a € Im(yp) ; alors a = ¢(x) pour un z € G, d’ott ¥(z) = p(x) = a
et a € Im(¢) : Im(vb) = Im(p) et 9 est surjectif.
1) est donc un isomorphisme, d’ou le résultat.

O

COROLLAIRE 5.9. (Deuxiéme Théoréme d’Isomorphisme) Soient H un
sous—groupe de G et K un sous—groupe distingué de G ; posons

HEK = {hk|h € H k € K}.

Alors
(1) HK est un sous—groupe de G;
(2) K <HK;
(3) HhK < H;
HK H
) K HNnK
DEMONSTRATION. (1)

e € Hetege K,donc egeg =eqg € HK : HK # ().
(2) Soit (z,y) € (HK)? ; on peut écrire & = hk et y = h/k/7 avec (h, h/) € H?
et (k, k') € K?. Mais alors kk' ' € K, d'ot
’ r—1 r—1
Wk T e K
(car K est distingué dans G), et

eyt = hkk TR
/71 !’ /71 /71
— YW RE TR T
€ HK ;

HK est donc bien un sous—groupe de G.
(3) Soitke K ;k=eq.K € HK,dou K C HK. K est donc un sous—groupe
de HK ; vu qu’il est distingué dans G, il est distingué dans H K.
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(4) HN K est un sous—groupe de G contenu dans H ; c’est donc un sous—
groupe de H. Soient t € HNK et h € H ;alorsz € Het z € K. On
a donc hzh™' € H (car H est un sous—groupe de G) et hxth~! € K (car
K<QG),dot hzh™' € HNK : HN K est distingué dans H.

(5) Soit p: G — T la projection canonique, et soit ¢ = p|g la restriction de

pa H ; p est un morphisme de groupes.
Pour chaque h € H on a

<— h=c¢€qg

p(h) =eg
= e hek
<~ heK
<~ heHNK,

d’ot ker(p) = HN K. B
Soit a € Im(y) ; alors a = p(h) = p(h) = h, pour un h € H. Mais

- HK
h=heg€e HK,douta=nh¢€ N On a donc Im(p) C N

HK
Réciproquement, soit a € alors « = T pour un r € HK.
Ecrivons x = hk(h € H,k € K) ; alors h™lz = k € K, d’'ott h=7%et
z=h=¢(h) € Im(p).

(67

On a donc % C Im(yp), d’ot % = Im(p).
Mais alors il suit du Théoréme 5.7 que
7 __f zIm(ap):%.
HNK ker(p) K

O
Le résultat suivant permet de décrire les sous—groupes d’un groupe quotient.

THEOREME 5.10. (Troisiéme Théoréme d’Isomorphisme) Soient G un
groupe et N un sous—groupe distingué de G.

G H
(1) Les sous—groupes de N sont les N pour H un sous—groupe de G tel que
N CH. o
(2) N est distingué dans — si et seulement si H est distingué dans G.

(3) Siles conditions équivalentes de (2) sont satisfaites, on a

12

2|zl o
= Q

, G
DEMONSTRATION. On notera p la projection canonique de G dans N
(1)

H
Soit H un sous—groupe de G contenant N ; alors e € H, donc €g € N et

H
~ 70,
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H T e !’
Soit (a, B) € (N)2 ; on peut écrire o = h et § = h', avec (h,h ) € H?. Mais

alors h(h')~' € H, d'ou

af™t =) =h(')"t e

2=

H st d
— €St un sous—groupe de —.
N groupe de 7

- . G
Réciproquement, soit 7" un sous—groupe de N et posons

H=p ' (T):={9€Glp(g) €T} ={g€Glge T}

H est un sous—groupe de G (exercice : on peut soit procéder directement, soit
invoquer des propriétés de I'image réciproque). Soit n € N ; on a

p(n)=n=eg=eg €T

G
(car T est un sous—groupe de N)’ doncnec H: N CH.

H _ _
Soit maintenant o € — ; alors @« = h pour un h € H. Mais alors h € T,

c’est-a—dire que o € T. Nous avons établi I'inclusion

H
—CT.
NC

Pour établir I'inclusion opposée, soit t € T'; il existe g € G tel que t = g. On a
doncgeT,douge H et
__ _H

H H
Nous avons bien établi que T' C i douT = N et le résultat.
(2)
. G H _
Supposons H <1 G, et soient « € N et B € i alors a« = g(g € G) et
B =h(h e H).
—— H
Il en résulte que ghg~t € H (car H <G), dou afa~t = ghg=! € N On a
H G
d ien — < —.
onc bien N N N
L. H G . _ G
Réciproquement, supposons N N N et soient g € G et h € H ; alors g € N et
- H B — - H /
h € N d’ott ghg=! = gh(g)~! € N il existe donc h € H tel que
ghg=1 = 1.
Mais alors ghg~'Lxh', soit (h')"1ghg~' € N. Or N C H, donc (h')"‘ghg~' € H
et ghg™' = h'((h')"Lghg™') € H. On a bien établi que H < G, d’ott Péquivalence
voulue.
(3) Dans ce paragraphe, g désignera la classe de g € G modulo H et § sa classe
modulo N.
Supposons donc H < G. Définissons 'application
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Silonag=g,alors g-'g € N donc g-'g € H et g=g': 0 est bien définie.
11 est facile de voir (exercice !) qu’il s’agit d’un morphisme de groupes. Son image
est
G _ _ G
Im(6) = {6(a)la € 7} =1{0(9)lg € G} = {glg € G} =
0 est donc surjectif.
Soit g € G ; § appartient au noyau ker() si et seulement si 6(§) = e, soit
g==¢eg,ouge H. On a donc
H
ker(0) = {glg € H} = N
Il suffit maintenant d’appliquer le Premier Théoréme d’Isomorphisme (Théoréme
5.7) pour obtenir que

=z =z Q
-3
=
\

d

EXEMPLE 5.11. Cet exemple sera traité plus en détail en Travaux Dirigés.
Soient G = Z et N = nZ (n > 1 entier). Alors N est un sous-groupe de G,

Z
distingué car G est abélien ; on a vu que Nz est fini, de cardinal n.
n

H
D’apres le Théoréme 5.10(1), les sous—groupes de — sont les 7 pour H un
n n
sous—groupe de Z contenant nZ. Mais un tel H est de la forme mZ pour un m € N
(Exemple 4.2), et N C H équivaut & nZ C mZ, soit & n € mZ, soit & ce que m
Z mZ
divise n. Les sous—groupes de = sont donc les 7 pour m diviseur de n ; leur
n n

nombre est donc d(n), le nombre de diviseurs de n.

On peut voir aisément que
mZ

nZ
est isomorphe a

n
en particulier, il est de cardinal —.

Pour chaque diviseur d de n, = possede donc un unique sous—groupe d’ordre
n

et ce sous—groupe est isomorphe & —.

Nous retrouverons ces résultats lors du chapitre consacré aux groupes monogenes.
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6. Groupes monogeénes, ordre d’un élément.

Si G est un groupe, on appelle ordre de G le cardinal |G| de G.

Soient G un groupe et x un élément de G ; définissons

Y LG

n— a’.
LEMME 6.1. ¢, est un morphisme de groupes.

DEMONSTRATION. Pour tout (m,n) € Z2 |

m+n

oz(m+n) = =z
= zMz"
(d’apres le Théoreme 1.9)
= @a(m)pz(n).
O
Il est clair que I'image Im(y,) de @, contient © = ¢, (1).

Réciproquement, soit H un sous—groupe de G contenant x ; pour chaque n € Z,
x™ est le méme dans G et H, donc ¢, (n) = 2™ € H, et on en déduit que

Im(p,) C H.

Im(p,) est donc le plus petit sous—groupe de G contenant x : Im(p,) =< z >,
le sous—groupe de G engendré par .
Du fait que Z est abélien, < & >= Im(y,) lest.

PROPOSITION 6.2. On a un, et un seul, des cas suivants.

(1) Les (z™)nez sont deux & deux distincts.

Alors < x >=Im(p,) ~ Z est infini. Dans ce cas, on pose w(x) = o0.

(2) II existe un entier k > 1 tel que z* = eg.

Soit w(x) le plus petit tel entier k. Alors
<z >={eq,=, ...,x“’(x)*l}
et
| <z>]|=w).
De plus x' = eq si et seulement si w(z) divise 1.

DEMONSTRATION. ¢, étant un morphisme de groupes, ker(p,) est un sous—
groupe de Z, donc (Exemple 4.2) il existe un unique n, € N tel que ker(y;) = n,Z.
Sing =0, ker(y,) = {0} donc le morphisme

0z L — Im(p,) =<z >
est injectif donc bijectif d’ou
<zx>~Z

et on est dans le cas (1).

Lorsque n, > 1, il apparait que " = e si et seulement si @, (k) = e, soit
k € ker(¢y) = nyZ, ou nglk. 1l s’ensuit l'existence de w(x) := ny, et la dernieére
clause.

k
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De plus
& pa(k) = @a(l)
& ou(k)ex() = eq
& prk=1)=eq
< k-1 €ker(oy)
— k-lecwx)Z
= k=lw)]
En particulier les (ﬂﬁk)ogkgw(m)q sont distincts.
Soit alors n € Z ; on peut écrire

n=w(r)g+r

n

avec ¢ € Zet 0 <r <w(x)—1. Vuquen=rw(x)], 2™ =a". Il apparait que

Im(p,) = {°, ...,a:“’(x)_l},
soit
<z >={eg,z, ..‘,xw(z)*l};
en particulier,
| <z >|=w(z).

Bien siir, lorsque G est fini, 'on se trouve nécessairement dans le cas (2).

w(z) est appelé ’ordre de z. Vu que, pour chaque k € Z, (z~1)* = (2F)~1,

(x71)* = eg équivaut & 2F = eg. Il en résulte que w(z™!) = w(x).

DEFINITION 6.3. Le groupe G est dit monogeéne s’il existe un élément z de G
tel que G =< z >.

COROLLAIRE 6.4. Si G est monogéne, G est abélien, et il est soit isomorphe a
Z, soit d’ordre fini. Dans le second cas, sin = |G|, G est isomorphe d
Z
nZ’
DEMONSTRATION. Si l’'on se trouve dans le cas (1) de la Proposition 7.2,
G =<z >~ 7 et on a le résultat.
Dans lautre cas, w(x) est fini : w(x) = n. D’apreés la démonstration de la
Proposition 7.2, ker(y;) = w(z)Z = nZ.

Mais alors 7 7
— = ~1 ) =<z >=(G.
nZ  ker(p,) m(er) *
On peut également procéder directement : soit
Z
. — =G
v nZ
m—z.

11 est facile de vérifier que ¥ est bien défini, et qu’il s’agit d’un isomorphisme. [

PROPOSITION 6.5. Soient G un groupe, et x et y deux éléments de G d’ordres
finis tels que xy = yx (tel est par exemple le cas si G est abélien). Alors xy est
d’ordre fini, et Uordre w(zy) divise le produit w(z)w(y).
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PROOF.
(xy)w(-r)w(y) — xw(m)w(y)yw(m)w(y)

(d’apres le Corollaire 1.12)
L p(@)e() e ()e()
= (a¥@))@W) ()@ @)
— (ec)w(y)(eG)w(z)

e€qg.eq

= €qg-
Donc zy est d’ordre fini et son ordre w(zy) divise w(z)w(y). O
REMARQUE 6.6. Ce résultat ne subsiste pas en général. Par exemple, dans le
groupe symétrique X3 de degré 3 (cf. plus loin), soient x = (12) et y = (23) ; alors
w(z) =w(y) =2 et xzy = (123), d’olt w(zy) = 3, lequel ne divise pas
w(x)w(y) = 2.2 =4.

@
L’ordre de xy peut méme étre infini. Par exemple, pour a un réel tel que —

™
soit irrationnel, considérons, dans le groupe G = GLy(R) des matrices réelles 2 x 2

inversibles,
A=b
et )
- [ o]
am= [0 )
et

(Yn € N) (AB)" = { cos(na) Sin(na)}

—sin(na) cos(na)
d’ou (exercice !) w(A) = w(B) =2 et w(AB) = 0.

PROPOSITION 6.7. Soient G un groupe, et x ety deux éléments de G d’ordres
finis tels que xy = yx et que les ordres w(x) et w(y) soient premiers entre eu.
Alors zy est d’ordre fini, et on a w(xy) = w(z)w(y).

DEMONSTRATION. D’aprés la Proposition 6.5, w(zy) divise w(z)w(y). Mais
alors 271 et xy sont d’ordre fini, donc w(y) = w(z~(zy)) divise w(z™Hw(zy) =
w(x)w(zy). w(z) et w(y) étant premiers entre eux, il s’ensuit que w(y) divise w(zy).

De méme w(z) divise w(yx) = w(zy). L'ordre w(xy) est donc divisible par w(x)
et w(y), donc par leur ppem, lequel vaut w(z)w(y) (encore une fois, car w(z) et
w(y) sont premiers entre eux). Chacun des entiers w(zy) et w(z)w(y) divise donc
l’autre : ils sont égaux. ]

Cette proposition admet une réciproque partielle

THEOREME 6.8. Soit x € G tel que w(x) = ab avec a > 1 et b > 1 premiers
entre euz ; alors il existe un unique couple (y,z) € G? tel que w(y) = a, w(z) =b
et yz = zy =x. De plus y et z sont des puissances de x.
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DEMONSTRATION. D’apres le Théoréme de Bachet-Bezout, il existe (\, i) € Z2
tel que Aa + pub = 1. Posons

y =at
et
z = 2%
alors
yz = xubx)\a —_ Ip,bJr/\a —_ 1,1 -z
et de méme
zy = .

On a

ya — (x,ub)a — pra — xab,u — (xab)p — (xw(x))p — elé = egq,
donc lordre w(y) divise a ; de méme w(z) divise b. En particulier w(y) et w(z) sont
premiers entre eux ; du fait que yz = zy on a , d’apres la Proposition 6.7

w(yz) = w(y)w(z)
d’on
ab = w(zr) = w(yz) = w(y)w(z)
Vu que w(y) divise a et w(z) divise b, on a nécessairement w(y) = a et w(z) = b (ce
que 'on peut voir directement). L’existence de y et de z s’ensuit.
Concernant 'unicité, supposons w(y) = a, w(z) = b et yz = zy = x. Alors

2= ()
yubzub
(car y et z commutent)
— yl—kazp,b
= yly") )"
= YAy

= ylea) Mea)”

Y
d’ou
_ ub
y =t
Mais alors
z=y lr=a by =gl THb = Ao
et nous avons établi 'unicité de (y, z). Au passage, nous avons démontré que y et
z sont des puissances de x. O

COROLLAIRE 6.9. Soit x € G d’ordre n fini, et décomposons n en facteurs
premiers sous la forme

n=pit.p>r
avec les p; premiers et deux a deux distincts, et les a; > 1. Alors il existe un unique
r—uplet (x1,...,x,.) € G" tel que les x; commutent deuz d deux :
V(i, ) € {1, ...r}* ziz; = x4,
et que
(Vi e {1,...,r}) w(z;) = pg.
En outre les x; sont des puissances de x.
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On appelle x; la p;—partie de x.

DEMONSTRATION. Soien a = p{* et b = p5%...p% ; d’apres le Théoréme 7.8, il
existe (y,2) € G* tel que z = yz = 2y et w(y) = a = p*, w(z) =b=p3*..p2, ety
et z sont des puissances de z. Une récurrence facile sur r, que je vous laisse écrire,
permet de conclure a l'existence des ;.

L’unicité sera laissée en exercice. O
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7. Groupes diédraux.

Nous qualifierons le groupe G de diédral s’il est engendré par deux éléments
d’ordre 2 : il existe t € G et u € G tels que w(t) =w(u) =2 et G =<t,u >.
Du fait que t et u sont d’ordre 2, on a

(tu) P =u ! = ut.

Posons alors « = tu ; il apparait que

t7lat =t (tu)t
= ut
= ()™
= gz~ L
On a
te<t,x >
et
u=t"ttu) =tz e<t,x >,
d’ou
G=<tu>C<t,xz>
et
G=<t,z>
avec t? =eet t ot =z~ L
Soit
H = <z>Ut<x>

= <z>U{tylye<z >}

Il est visible que x € H et t = te € H; nous allons établir que H est un sous—
groupe de G. On a x € H donc H # (). Soit (h,h ) € H? ; quatre cas peuvent se
présenter

(1) he<az>eth e<z >

Alors
h=azm(meZ)
et
ho=a*ke ),
d’on
hh)t=z"Fe<z>cH
et
) eH
(2) he<z>eth et<z>
Alors
h=2z"(meZ)
et

h = ta*(k € Z),



7. GROUPES DIEDRAUX. 37

d’ou
h(h/)_l = gmg Rt
—_ xmfkt
=tttk
— t(t_lait)m_k
_ t(mfl)mfk
=tz ™
S t<x>
CH
et ,
h(h)™' e H.
(3) het<z>eth e<a>
Alors
h=tz™(m € Z)
et ,
h =azk(k e Z),
d’ou )
h(h) t=tamFect<z>cH
et ,
h(h)™' € H.
(4) het<z>eth et<z>
Alors
h=tx™(m € Z)
et ,
h =tz (k € Z),
d’ou
h(h/)_1 = tamz Rt
= tamF?
= ttamRe
= (ttat)ym*F
_ (xfl)mfk
_ xkfm
S <zT>
CH
et ,
h(h) ' e H.
On a donc, dans tous les cas,
h(h)™' € H;

H est donc un sous—groupe de G. Vuquet € Het x € H, G =<t,z >C H, donc
G=H=<z>Ut<z>.

Or la réunion < x > Ut < x > est disjointe : supposons en effet
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ye<z >Nt <a>;
alors y = 2™ (m € Z) et y = ta*(k € Z), Aot taF = 2™ et t = 2™ F = 2" (r € Z).
En particulier ¢ et © commutent, donc ¢t 'at =z et 7! = 2 : 22 = e. Mais alors
t =" € {e,x}. t = e est impossible vu que w(t) = 2, et t = x entrainerait t = ¢t
soit £ = e, ce qui est absurde vu que w(t') = 2.
On a donc
G=<z>Ut<z>.

Si x est d’ordre infini, G est infini : on note
G~ Dg.

Il est facile (exercice !) de voir que le groupe < A, B > de la Remarque 6.6 est
isomorphe a D.

Si « est d’ordre fini w(z) =n, on a

G| = |<az>Ut<z>|

<z >|+[t<z>]|
2l <z >|
2w(x)

= 2n;

on note alors G >~ Do,,.

REMARQUE 7.1. Certains auteurs notent ce groupe D,,.

Z Z
On peut facilement voir que D5 est isomorphe a A Dy a 27 X 27 (le Groupe

de Klein; cf. §2 et §5), et Dg au groupe symétrique 33 de degré 3 .
On peut réaliser géométriquement le groupe Dy, : dans un plan affine euclidien
orienté P, soit (4;...A,) un n—gone régulier, soit O le centre de son cercle circonscrit
27
(c’est aussi I'isobarycentre de (A;...A,)), soit r la rotation d’angle — autour de O,
et soit s la symétrie orthogonale autour de la droite (A; A= 41) pour n pair et de
la droite (A; B)(B= milieu de [AnTH AnTM]) pour n impair. Alors le groupe G des
isométries (nécessairement affines) du plan qui préservent l’ensemble {4, ..., A, }
des sommets du polygone est engendré par r et s. Le produit sr est une symétrie,
donc (sr)? = Idp soit srs =r~1. On a donc
G=<rs>
avec 1" = Idp, s> =Idp et s lrs=r"1:

G~ Dgn.

THEOREME 7.2. Sim est impair,

Z
ng X ﬁ ~ D4m.

, Z
DEMONSTRATION. Je remplace — par {—1, 1}, qui lui est isomorphe, afin de

noter tous les groupes multiplicativement.
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Dy, est engendré par deux éléments x et y tels que w(z) = m, w(y) = 2 et
1 1

y loy =271

Soit donc G := Day, x{—1, 1}, et considérons a := (z,—1) € Get b := (y,—1) €
G.

Alors a = (x,1)(1, —1) est d’ordre 2m (les éléments (x,1) et (1, —1) commutent
et sont d’ordres premiers entre eux), b=*ab = a~! et b est d’ordre 2 ; donc < a,b >
est isomorphe & Dy,,.

Mais < a,b > est contenu dans G, d’ordre 4m, donc G =< a,b >~ Dy,,. O
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8. Théoréme de Lagrange.

Dans tout ce chapitre, G désignera un groupe et H un sous—groupe de G. On
note

H\G :={Hz|r € G}

I’ensemble des R py—classes d’équivalence dans G, et

G/H :={zH|x € G}
I’ensemble des Lpy—classes d’équivalence dans G.

THEOREME 8.1. H\G et G/H ont méme cardinal.

On appelle ce nombre ’indice de H dans G, et on le note [G : H]|. Clairement,
[G:G] =1
DEMONSTRATION. Soit
¢ : H\G—G/H
Hz vz 'H.
Hz = Hy entraine zy~' € H, soit (z7 )" ly ' € Het a7 'H =y 'H : pest

bien définie.
De méme on voit que

v : G/H — H\G
xH — Hz™!

et, pour chaque x € G,

(Vo p)(Hz) =y(p(Hz)) = (e H) = H(a"")"! = Hz,
d’ou ¢ oo = Idg\g. De méme p o = Idg, g, donc ¢ est bijective et le résultat.
On pouvait aussi voir que

+ 'H

{z7*h|h € H}

= {& ') e H}
= {(Wa) |0 € H}
= (Hz)™!

(avec une notation évidente)
et de méme

Hx ' = (xH)™',
a partir de quoi ’on concluait aisément. ([

PROPOSITION 8.2. Si H est un sous—groupe d’indice 2 de G, alors H est dis-
tingué dans G.

DEMONSTRATION. Pour z € G, soit T sa classe modulo Ly ; alors x € eg si
et seulement si eélx € H, soit x € H ; la classe eg de eg selon Ly est donc H.
Vu qu’il y a en tout [G : H] = 2 classes pour Ly, autre classe est nécessairement
G\ H ; les Ly—classes d’équivalence sont donc H et G\ H.
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Le méme raisonnement utilisant R iy permet d’établir que les R g—classes d’équivalence
sont H et G\ H.

Les deux relations d’équivalence Ly et Ry sur G ont donc les mémes classes
d’équivalence, d’'out Ry = Ly. D’apres le Lemme 4.14, on a bien

H<G.

Dorénavant nous supposerons G fini.

THEOREME 8.3. (Théoréme de Lagrange) Soit H un sous—groupe de G ;
alors Uordre |H| de H divise lordre |G| de G.

DEMONSTRATION. Pour x € G, soit T sa classe modulo Ly ; alors
YET & xLlpy
& zlyeH
& (GheH)z'y=h
< (3h € H)y = xh.
L’application
a : H-—-=x
h— xh

est donc surjective ; en vertu du Lemme 1.3, elle est injective, donc bijective. Il en
résulte que
7| = [H];

chaque Lp—classe est donc de cardinal |H|.

Soient C1,...,Cy les classes d’équivalence modulo Ly (r = [G : H]); G est
réunion disjointe des (C;)1<i<y, d’oll

G| = [Ci]+... +]Cy
= |H[+ ..+ |H|
7 termes
= r|H|.
En particulier, |H| divise |G|. O
REMARQUE 8.4. Au passage, on a montré que [G : H| = |g_| ; nous aurions

d’ailleurs pu raisonner tout le long avec la relation Ry et le méme résultat serait
apparu.

On peut se demander si, réciproquement, chaque diviseur d de lordre |G| de
G est Vordre d’un sous—groupe de G. C’est faux en général (par exemple le groupe
alterné A4, d’ordre 12, ne contient aucun sous-groupe d’ordre 6).

Le Théoréeme de Sylow (voir chapitres 12 et 15) constitue une réciproque par-
tielle du Théoréme de Lagrange.

THEOREME 8.5. Soit x un élément de G ; alors l'ordre w(x) de x divise l’ordre
|G| de G. En particulier 6! = eg.
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DEMONSTRATION. < z > est un sous—groupe de G ; en lui appliquant le
Théoréeme 8.3, on obtient que | < x > | divise |G|, c’est-a—dire que w(x) divise
|G|. La derniére clause s’ensuit au moyen de la Proposition 6.2(2). O

COROLLAIRE 8.6. Si l'ordre de G est un mombre premier p, alors G est iso-
Z
morphe a 7 ; en particulier, il est abélien et monogéne.
p
DEMONSTRATION. Du fait que |G| = p > 1, il existe un élément = # eg
de G. Mais alors w(z) > 1 et w(z) divise |G| = p. On a donc w(z) = p, d’on
Z
| <z >|=p=]G|. Il en résulte que G =< x > ; G est donc isomorphe & — en

pZ
vertu du Corollaire 6.4. O
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9. Groupe symétrique, actions de groupes, groupe alterné.
Soit X un ensemble non vide
Si
c: X=X
et

T: X =X
sont des bijections, leur composée 7o o en est une aussi, de méme que l'inverse

071

L’associativité de la composition étant évidente, ’ensemble X(X) des bijections
de X avec lui-méme, muni de la loi o, forme un groupe d’élément neutre Idx :

62(_}() = IdX
Pour n > 1 entier, on notera
Y =X({1,....,n})

(“groupe symétrique de degré n”).
L’ordre de ce groupe est

|2, = nl.
En effet une application de {1, ...,n} dans lui-méme est bijective si et seulement

si elle est injective. Donc l'ordre |X,,| est égal au nombre d’injections d’un ensemble
de cardinal n dans un ensemble de cardinal n, donc au nombre d’arrangements

At =n(n—-1)..(n—n+1)=nl
THEOREME 9.1. Si les ensembles X et Y ont méme cardinal, les groupes 3(X)
et 3(Y') sont isomorphes.
DEMONSTRATION. X et Y sont de méme cardinal, donc il existe une bijection
p: X =Y
On pose, pour o € X(X) :

p(o) :=pocop .

C’est une application bijective de Y dans Y :
plo) € B(Y).
De plus p est un morphisme de groupes. Soit en effet (o, 7) € ¥(X)? ; alors

pe)op(r) = (pocop)o(porop™)
= googogpflogpoToapfl
= gocooldyoTop !
po(oor)op™!
p(oor),

donc p est un morphisme de groupes. De plus p est bijectif (exercice), donc est un
isomorphisme ; on voit d’ailleurs que son inverse est donné par
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(V0 € S(Y)) p~2(0) = g~ 0 b0 ;
en d’autres termes, c’est 'analogue de p lorsque 1'on échange Y et X et que l'on

remplace ¢ par @ 1. (]

COROLLAIRE 9.2. Si X est un ensemble fini de cardinal n, alors L(X) est
isomorphe a %,,.

DEMONSTRATION. X a méme cardinal que {1,...,n}; il suffit donc d’appliquer
le Théoreme 9.1.

DEFINITION 9.3. On appelle action du groupe G sur I’ensemble non vide X
une application

GxX—=X
(9:x) = gx
telle que
(A1) Y(g,h,2) € G x G x X g.(h.x) = (gh).x
et
(A2) (Vz e X) eg.x = z.

THEOREME 9.4. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Pour chaque
g € G définissons une application

elg) + X=X
T g.x
Alors, pour chaque élément g de G, ¢(g) € 3(X) et Uapplication ¢ : G — X(X)
est un morphisme de groupes.
Réciproquement, si @ : G — X(X) est un morphisme de groupes, on peut définir
une action de G sur X par

(V(g, %) € G x X) g. == (¢(9))(x).
DEMONSTRATION. Soient g € G et z € X. Alors

(p(9) 0 plg™"))() o(9) (g~ (x))
= o(9)(g " x)
= g.(g"
= (997 ")z
(d’apres (A1))
= eqg.w
(d’apres (A2))

= T

d’out

o(g) o p(g™") = Idx.

De méme, ou bien en appliquant le résultat a g+

, on voit que

o(g™") o plg) = Idx.
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L’application ¢(g) : X — X est donc inversible & droite et & gauche, donc
bijective, soit ¢(g) € L(X).
Soit (g,h,z) e G xGx X ;ona

(p(g) op(h))(x) = ¢(g)(e(h)(x))
¢(g)(h.x)
.(h.x)
(gh).x
(d’apres (A1))
= p(gh)(@).
Donc ¢(g) o ¢(h) = p(gh) et ¢ : G — X(X) est un morphisme de groupes.
Réciproquement, si ¢ : G — X(X) est un morphisme de groupes, définissons
(V(g,z) € G x X) g := (p(9))(x).
Alors on obtient une action de G sur X (exercice : vérifier (A1) et (A2)). O

Il
Q

THEOREME 9.5. (Théoréme de Cayley) Soit G un groupe d’ordre fini n.
Alors il existe un sous-groupe de ¥, isomorphe da G.

DEMONSTRATION. On définit une action de G sur lui-méme (X = G) par
(V(g,2) € G x X) g.x := gzx.
Il s’agit bien d’une action de groupe. En effet
(V(g,h,z) € G x Hx X) g.(h.x) = g.(hx) = g(hx) = (gh)x = (gh).z,
soit 'axiome (A1). En outre
(Vx € X) eg.x = egx = x,
soit axiome (A2).
Les deux axiomes sont satisfaits, on a donc bien une action de groupe. D’apres
le Théoréme 9.4, on en déduit un morphisme ¢ : G — X(X) = X(G) donné par
(V(g,7) € G x X) (p(9))(x) = g.x = ga.

En particulier
(Vg € G) (¢(9))(ec) = g-ec = gec = g,

donc de p(g) = p(h) il suit g = (¢(g))(ec) = (p(h))(eg) = h : @ est injectif.
On a vu (Corollaire 9.2) que 3(G) était isomorphe & %,,.
Soit ¢ : ¥(G) — X, un isomorphisme.
Alors
0:=1pop:G—%,
est un morphisme injectif. Mais alors G est isomorphe a I'm(0), lequel est un
sous-groupe de X,,. O

Dorénavant on suppose donnée une action d’un groupe G sur un ensemble X.
Soit ~ la relation sur X définie par
x ~ y si et seulement s’il existe g € G tel que y = g.z.

PROPOSITION 9.6. ~ est une relation d’équivalence sur X.
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DEMONSTRATION. Soit z € X ; on a eg.x = x, donc z ~ z d’on la réflexivité
de ~.

Si x ~ y, il existe un élément g de G tel que g.x = y.

Alors
g y=9"(92) = (g7 'g)x =eg.x =,
donc y ~ x. Nous avons bien établi la symétrie de ~.

Supposons maintenant x ~ y et y ~ z ; alors il existe g et h dans G tels que
gr=yethy=z

Alors (hg).x = h.(g.x) = h.y = z donc & ~ z et on obtient la transitivité de
~. O

Les classes d’équivalence pour cette relation sont appelées les orbites de G sur
X. On note Q, ou Q(z) orbite de x.

Pa définition

0, ={g.x|g € G}.
Pour o € ¥,, on notera
Fiz(o) :={z € {1,...,n}o(z) =z}
(ensemble des points fixes de o) et
supp(o) :={1,...,n} \ Fiz(o)

(support de o).

Nous allons maintenant considérer un cas particulier important. Soit o € %,
fixé, soit G =< o >, et soit X :={1,...,n}.

Pour g € G et z € X, on pose g.z := g(x).

Cela définit une action de groupe de G sur X.

DEFINITION 9.7. On dit que o est un cycle §’il existe pour cette action de
groupe une et une seule orbite de cardinal > 1.

On voit aisément que 'ensemble {a} (a € X) est une orbite de cardinal 1 si et
seulement si o(a) = a, c’est-a-dire que a € Fiz(o).

Soit alors a; un élément de 'unique orbite = Q(a;) de cardinal > 1 ; il existe
(exercice !) un plus petit entier k& > 1 tel que 0¥(a;) = a;. Posons, pour chaque
i€{2,...,k}, a; :== 0" 1(ay); alors

Q= {al, ...,ak}

avec 0(a1) = ag, o(aj_1) = a; pour 2 < j < ket o(ag) = a1.
Vu que 2 est la seule orbite de longueur > 1, tous les éléments de {1,...,n}\
appartiennent & Fiz(o), donc
Fiz(o) ={1,...,n}\ Q
et
|Fiz(o)] =n — k.
On peut donc énumérer
Fix(o) = {akt1, .-, an}

On note alors
o= (ay...ax)

et on pose [(0) := k (“longueur”du cycle o).



9. GROUPE SYMETRIQUE, ACTIONS DE GROUPES, GROUPE ALTERNE. 47

EXERCICE 9.8. Pour chaque o €%, ona

o (ay...ar)(0 )V = (0 (a)...0 (ag)).

LEMME 9.9. Soit (0,0") € ¥2 tel que

supp(c) N supp(o’) = 0.
Alors

coo =0 oo.

DEMONSTRATION. Soit x € {1,...,n}. Par hypothése, on ne peut pas avoir a
la fois x € supp(o) et x € supp(ol); trois cas peuvent donc se présenter.

Cas 1

x € supp(o) et = ¢ supp(a).

Alors ¢ (z) = z et o(z) # x, donc o(o(x)) # o(x) et o(z) € supp(o), dot
o(z) ¢ supp(c’) soit o(x) € Fix(o).

Il en résulte que

De plus
(000 )(z) = 0(0'(2)) = o (x)
Donc
(0 00)(x) = (000 )(a).
Cas 2

z ¢ supp(o) et z € supp(o ).

Il suffit de reprendre le raisonnement du Cas 1 en échangeant o et o ; on trouve

aussi
(0" 00)(w) = (000 )(x).
Cas 3
z ¢ supp(o) et z & supp(a).
Alors
olz)=xzeto (z)=u,

d’ou

(0" 0o)w) =0 (¥) =z =0(x) = (000 )(x).

Dans tous les cas on a donc

/ /

(0 00)(2) = (000 )(2)

d’ou

g 00 =000

O

THEOREME 9.10. Chaque élément de 3, peut étre écrit comme produit de cycles
a supports deuz a deuz disjoints. Ces cycles commutent.
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DEMONSTRATION. Pour o € X, soient Q,...,Q, les orbites de cardinal > 1
pour laction de < ¢ > sur {1,...,n}.

Soit alors, pour chaque i € {1,...,7}, x; € ; (donc Q; = Q(x;)) et posons

Q)| =r; > 1.
On a
Q) = {al(zi)|l € Z} = {x;,0(x;),...,0" " (x;)}.

Définissons o; par o;(x) = o(x) six € Q; et o;(x) =x si x ¢ Q.

Alors o; appartient a 3, (exercice), et sa seule orbite de longueur > 1 est Q; ;
c’est donc un cycle.

Les (0;)1<i<r commutent deux a deux d’aprés le Lemme 9.9 (par construction

supp(o;) = Q; et les Q; sont deux a deux disjoints), et on a (exercice) o1 0...00, =
o. ]

EXERCICE 9.11. La décomposition du Théoreme 9.10 est unique a ’ordre pres
’ ’ ’
des o; (indication : si oy 0... 00, = o avec les 0, des cycles deux a deux disjoints,
’

alors, pour chaque i, supp(c;) est une orbite de o).
DEFINITION 9.12. On appelle transposition un cycle de longueur 2.

Pour (a,b) € {1,...,n}? avec a # b, 7, , = (ab) désignera la transposition 7 telle
que 7(a) =b, 7(b) = a et 7(x) = x si x ¢ {a,b}.
Il apparait que 72 = Id, donc 7! = 7 et w(r) = 2.

THEOREME 9.13. Chaque élément de X,,(n > 2) peut étre écrit comme produit
d’au plus n — 1 transpositions.

DEMONSTRATION. ¢ = Id = ey, est égal au produit vide, d’ou le résultat dans
ce cas.

Supposons maintenant o # Id, et procédons par récurrence sur k := |supp(c)| >
1 en montrant que o peut étre représentée comme produit d’au plus k£ — 1 transpo-
sitions. On aura alors le résultat car k — 1 <n — 1.

Si k = 1, c’est trivialement exact car cette possibilité ne saurait se présenter
(exercice).

Supposons donc k > 2 et le résultat exact pour tout k' < k. On a

|supp(c)| = k > 1 donc supp(c) # 0.

Soit alors x € supp(o) et posons 7 := (xo(x)).

Siy € Fix(o) alors y # x et y # o(x) donc 7(y) =y et

Yy

(roo)(y) =7(o(y) = 7(y) =

De plus

(roo)(z) =7(o(z)) =z
donc Fiz(o)U{z} C Fiz(rtoo).
Il s’ensuit que |Fiz(7 0 0)| > |Fiz(o)| + 1, d’ou

|[supp(T o o)| < |supp(o)| —1=k—1<k.

Par récurrence sur k, on a donc soit 7 o o = Id (alors ¢ = 77! = 7 est une

transposition, d’ou le résultat car 1 < k— 1) soit Too =71 0... 0o 7; avec les 7; des
transpositions et | < [supp(too)|—1 <k — 2.

Mais dans ce dernier cas ¢ = 7 loTo...07 =ToT o..07 est produit de
4+ 1 < k — 1 transpositions. (I
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Les transpositions forment donc une partie génératrice de X,,.
On aurait pu établir autrement ce fait, en écrivant ¢ comme un produit de
cycles et chaque cycle comme un produit de transpositions :
(ay...am) = (ar1a2)(a2a3)...(am—1am)
(exercice !).
Nous pouvons maintenant justifier un résultat déja annoncé (Exemples 4.6(2)).
THEOREME 9.14. ¥, =< (12), (12...n) >.

DEMONSTRATION. Soit H :=< (12),(12...n) >. D’apres le Théoréme 9.13, il
suffit de démontrer que H contient toutes les transpositions de X,,.

Posons 7 := (12) et 0 := (12..n). On a o0~ ! = (0(1)a(2)) = (23) et de
méme, pour chaque i € {0,...,n — 2}, o'r(c?) ™t = (i +1i+2)

Donc H contient les (k k+1) (1 <k<n-—1).

Or

(Vje{2,on =110+ 1) =G+ DG +1);

il en résulte, par récurrence sur j, que H contient les (1) (2 < j < n).

Mais pour 1 #j <k <mnona

(k) = (LA)(AR)(1)),
donc H contient tous les (jk) (1 < j <k <mn), d’ot le résultat. O
Dorénavant nous supposerons n > 2. Pour ¢ € X,,, posons
N(0) = [{(i.5) € {10}l < j et o) > o)}
(nombre d’inversions de o).
et
e(o) := (—1)N@),
(signature de o).
THEOREME 9.15. € est un morphisme de ¥, dans ({—1,1}, x).
DEMONSTRATION. Vu que
(oo ) == (=1)Nle7)
et que
e(0)e(0) = ()N ()N = ()N (@FN),
il suffit, pour montrer qu’il s’agit d’un morphisme, d’établir que
V(0,0 ) €X2 N(ooo )= N(c)+ N(o)[2.
Soient

A={(i,j) € {1,.n}2i < j,o (i) <o (j),olc

’

(i) > ol ()},

(i) > o0 ()}
(i) < oo ()}

B:={(i,j) € {1,..n}Y?i < j,o (i) >0 (j),0(c

C:={(i,j) € {1,.n¥?i<jo @) >0 (j),olc
et

/ ’

D= {{(i,j) € {1,.n}%[i > j,0 (i) < 0 (j), 00 () > o0 ())}-
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On a

N(soo')=|AUB|=|A| +|B]|
et

N(c')=|BUC|=|B|+|C|.
Il apparait que

’ ’

AUD ={(i,§) € {1,..n}*|o (i) < 0 (j), 0 (0 (i) > o(0” (4))}-
L’application

(i.4) = (0 (i) 0 (4)
définit une bijection de A U D sur
E = {(i,j) € {1,..n}?|i <j,o(i) > 0(j)}-

En particulier

N(o)

Par ailleurs I'application

|E| = |AUD| = 4|+ |D|.

(1,4) = (4, 1)
définit une bijection entre C' et D. On a donc |C| = |D|, d’ou
N(o)+N(o) (1Al + D)) + (IB] + €1))
| Al +[B] +2|D]
Al +[B] 2]
N(ooa).

PROPOSITION 9.16. € est surjective.

DEMONSTRATION. Si 7 = (ab) avec a < b est une transposition, les couples
(,7) tels que i < j et o(i) > o(j) doivent étre tels que 7 ou j appartienne & {a, b}.
En considérant toutes les possibilités, on voit aisément qu'’il s’agit des

(a,k)(a+1<k<b)etdes (I,b)(a+1<1<b—-1),dou N(1)=2(b—a)—1
et e(r) = (—1)2=®)~1 _ 1. En particulier, € est surjective. O

Soit A, := ker(e) le groupe alterné de degré n.

LEMME 9.17.
n!
|An| = 9
DEMONSTRATION. On a
T g~ m() = (L1}
d’aprés le Premier Théoréme d’Isomorphisme et le Lemme 9.16. Il en résulte que

n! > Y
T L = I =KL =2,

d’ou en effet
A, = —n! O
| n| 2"
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THEOREME 9.18. Soit o € X,,. Si T1,...,Tm sont des transpositions telles que
0 =T1...Tm, alors (o) = (—1)™.

DEMONSTRATION.
€(o) = €(11...Tm) = €(11)...€(Tr) = (=1)™.
O

. / ’ oy .
COROLLAIRE 9.19. . Sio € X, et T1,...; Tin, Ty, ..., T, SOnt des transpositions

alors m et p sont de méme parité, c’est—a—dire que

’ ’

telles que 0 = T1..Tim = 7.7, ,
m = p[2].

DEMONSTRATION. D’aprés le Théoréme 9.18, e(o) = (—1)™ et (o) = (—1)P.
Donc (—1)™ = (—1)P soit m = p[2]. O

PROPOSITION 9.20. . Soit o un cycle de longueur m. Alors (o) = (—1)™~1.
DEMONSTRATION. En effet, soit o = (aj...a.,) ; alors
o = (a1a2)(aza3)...(am—1am)

est produit de m — 1 transpositions, et il suffit alors d’appliquer le Théoreme 9.18.
|

COROLLAIRE 9.21. . Les cycles de longueur 3 engendrent le groupe alterné A,,.

DEMONSTRATION. D’aprés la Proposition 9.20, les cycles de longueur 3 appar-
tiennent au groupe alterné.

Réciproquement, soit ¢ € A, . Ecrivons ¢ = 7...7,,, comme un produit de
transpositions ; on a 1 = ¢(0) = (—1)™ d’aprés le Théoréme 9.18, donc m est pair
: m = 2k. Mais alors

o = (7—17—2)...(7-2]@717—2]6).

11 suffit donc de démontrer que le produit de deux transpositions appartient au
sous-groupe de ¥, engendré par les cycles de longueur 3.

Soient alors T et 7 deux transpositions.

Si elles ont deux éléments en commun, 7 = et 77 =1Id.

Si elles ont un élément en commun, on peut supposer que 7 = (ab) et = (ac).
Alors 77 = (ab)(ac) = (ach) est un cycle de longueur 3 (3-cycle).

Si elles n’ont aucun élément en commun, écrivons 7 = (ab) et T = (cd) avec
a,b,c,d distincts. Il apparait que

T o= (ab)(ed) = (ab)(ac)(ac)(cd) = (ach)(acd)

est un produit de cycles de longueur 3. O

Il est naturel de chercher a déterminer les sous-groupes distingués de A,, et de
¥n. Il y en a en fait fort peu.

(1) n=3.

{Id} N .A3 3.
(2) n=4. Soit
V = {14, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
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Alors V <3, et V est isomorphe au groupe de Klein ; de plus
2y
— ~ 33,
% 3

On a une chaine de sous—groupes distingués
{Id}aV <« Ay < Xy.
Cet exemple sera repris en Travaux Dirigés.
3)n>5
Dans ce cas les sous—groupes distingués de 3, (il n’y en a pas d’autre)
forment une chaAsine

{Id} < A, <%,

En outre les seuls sous-groupes distingués de A,, sont {Id} et A,, (on
dit que A,, est simple).



10. CLASSES DE CONJUGAISON, EQUATION DES CLASSES. 53

10. Classes de conjugaison, équation des classes.
Soit G un groupe. Pour g et h éléments de GG, on pose
g.h = ghg™'.

Cela définit une action du groupe G sur 'ensemble X = G (exercice).
Les orbites pour cette action sont appelées classes de conjugaison de G. On dit
que x et y sont conjugués s’ils appartiennent a la méme classe de conjugaison. Cela

veut dire que

(g €G) gzg' =y.

DEFINITION 10.1. Soit x € G. On appelle centralisateur de x dans G, et on
note Cg(x),’ensemble

Ca() :={y € Glay = yx} ;
c’est un sous—groupe de G (exercice).

DEFINITION 10.2. On appelle centre de G I’ensemble

Z(G) :={y € G|(Vx € G)zy = yzx}.
THEOREME 10.3. Z(G) est un sous-groupe abélien et distingué de G.

DEMONSTRATION. Il est immédiat que
Z2(G) = m Ca(z),
zeG
donc Z(G) est un sous—groupe de G.
Soient maintenant z € Z(G) et y € G ; alors
yry ' =ayy ! =ze =2 € Z(G),

donc Z(G) <« G.
On peut aussi raisonner en termes d’actions de groupes : soit

p:G— X(G)
le morphisme associé & 1’action de G sur G définie plus haut. Alors y € Cg(x)
si et seulement si yz = 2y, soit yry~! =z ou
p(y)(z) = .

Donc y € Z(G) si et seulement si
(Vz € G) o(y)(z) = =,

soit

e(y) = Idg,
ou

y € ker(p).
On a donc bien

Z(G) = ker(p) <« G.
Par définition, un élément de Z(G) commute avec chaque élément de G, donc

avec chaque élément de Z(G) ; Z(G) est donc abélien. O
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REMARQUE 10.4. La classe de conjugaison de x est égale & {x} si et seulement
si
(Vg € G) gzg™" =,
soit
(Vg € G) gz = xy,
ouz € Z(Q).

THEOREME 10.5. Soit G un groupe fini, et soit {x1,...,x,} un systéme de
représentants des classes de conjugaison de cardinal > 1 de G. Alors
(équation des classes)

1G] = |2(@)| + ch'f(’g'm.

DEMONSTRATION. D’aprés la Remarque 11.4, les classes de conjugaison de G
sont les {z}(z € Z(G)) et les clg(z;).
On a donc

Gl =12(G)] + Z |cla ().

11 suffit donc de démontrer que, pour chaque i € {1,...,r},

G|
()] = oo
Mais
ca(x;) = {gr;g~ g € G}.

Or gz;g~t = ha;h =1 équivaut & h=lgx; = x;h g, soit & h=lg € Cg(x;), ou &
hECG(Ii)g.

Donc |clg(x;)| est égal au nombre de classes & gauche de G selon Cg(z;), ¢’est—
a—dire & _lel O

Ca ()|
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11. Théoréme de Sylow (1).

Ludwig Sylow (1832-1918) était un mathématicien norvégien. Il a établi en
1872 un résultat déja énoncé, sans démonstration, dans les notes inédites d’Evariste
Galois (1811-1832). Il s’agit du socle de toute la théorie des groupes finis.

THEOREME 11.1. Soient G un groupe fini, p un nombre premier, et n > 0 le
plus grand entier tel que p™ divise lordre |G| de G. Alors G contient un sous—groupe
d’ordre p".

En fait nous allons démontrer un résultat plus fort, en suivant une preuve
récente (2011) due au mathématicien britannique Geoffrey Robinson.

THEOREME 11.2. Soient G un groupe fini, p un nombre premier, et n € N tel
que p"™ divise |G|. Alors il existe un sous-groupe H de G d’ordre |H| = p"

DEMONSTRATION. Nous procéderons par récurrence sur l'ordre g = |G| de G.
Nous allons établir par récurrence sur g que le résultat est exact pour chaque n tel
que p" divise g.

Le résultat est clair pour g = 1 car alors on doit avoir n = 0. Supposons donc
le résultat établi pour chaque groupe d’ordre ¢’ < g, et soit n > 0 tel que p"|g. Le
résultat étant évident pour n = 0, nous supposerons dorénavant que n > 1.

On écrit ’équation des classes pour G :

Gl = '*chx

(1) Cas 1. Il existe i € {1,...,r} tel que p™ | |Cx(x;)].
Alors, du fait que |Cg(x;)| < |G|, Ca(z;) et donc aussi G contiennent

un sous-groupe H d’ordre p™, d’ou le résultat.
(2) Cas 2 Pour chaque i € {1,...,7}, p™ ne divise pas |Cg(z;)]|.

Gl

|
Co ()|
Or p divise p™, done, en vertu de ’égalité (x), p divise |Z(G)|.

Alors, pour chaque i € {1,...,7}, p divise

Cas 2)a) |Z(GQ)| < |G|.
Alors, par 'hypothése de récurrence, Z(G) contient un sous-groupe

N d’ordre p. 1l est clair que N < G, et que
|§| Gl _ Gl _yg

N[ p
est divisible par p"~! et est < g. Par I’hypothése de récurrence, ~ con-
tient un sous-groupe T' d’ordre p"~!. D’apres le Théoréme 5.10.1, il existe
H
un sous—groupe H de G tel que T = N d’ou
B =iy =
N
et

|H| =p" ' IN|=p" 'p=p"

D’ou le résultat.
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Cas 2)b). |Z(G)| = |G|.
Alors G = Z(G) donc G est abélien ; de plus |G| =g > 2 car n > 1.
Soit M un sous -groupe strict de G d’ordre maximal ; M # G donc il
existe z € G\ M.
Alors
M < x>={uvju € M,ve< x>}

est un sous-groupe de G, contenant M et aussi ¢ M, donc d’ordre

> |M|.
Par définition de M, on a G = M < z > d’ou (exercice)
IM|| <z > |
Gl=M<zx>|=+———.
Gl =M <w>| ==
Donc

M| <z > [ = [Mw().
Si p divise | M|, on voit par récurrence que M contient un sous-groupe N
d’ordre |N| = p ; du fait que G est abélien, N est distingué dans G et on
conclut comme dans le cas 2)a).
Dans le cas contraire (p ne divise pas |M|), on a nécessairement
p" |w(z) : w(z) = p"k (k entier). Mais alors (exercice!)

T

w(z®) = p".
Il s’ensuit que
| <2k > | =pm
O

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) avait, en 1844, établi un cas particulier du
Thoéreme de Sylow :

COROLLAIRE 11.3. (Théoréme de Cauchy) Si G est un groupe fini et p est
un nombre premier divisant [’ordre de G, alors G contient un sous-groupe d’ordre
p, donc aussi un élément d’ordre p.

DEMONSTRATION. D’aprés le Théoreme 12.2 appliqué & n = 1, G contient un
sous—groupe H d’ordre p. Mais H est nécessairement cyclique, donc engendré par
un élément z, et alors w(z) =| <z > | = |[H| =p. O
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12. Groupes d’ordres spéciaux.
THEOREME 12.1. Soient p un nombre premier et G un groupe d’ordre
Gl =p" (n > 1).
Alors Z(G) # {ecg}.
REMARQUE 12.2. Un groupe d’ordre p" (p premier) est appelé p-groupe.

DEMONSTRATION. On écrit ’équation des classes
T
G|
Gl =12+ ) =
2 Catr]
G|

1Ca (i)
et donc divisible par p. Bien évidemment |G| = p™ est divisible par p. Donc

~ |G
Z(G)| =G| — _—
est divisible par p, donc est différent de 1 :
Z2(G) # {ec}.

Chaque est un diviseur > 1 de |G| = p™ ; il est donc de la forme p*(k > 1),

O

THEOREME 12.3. Soient p un nombre premier et G un groupe d’ordre |G| = p?.
Alors
Z

~ p72 7
ou

En particulier G est commutatif.

DEMONSTRATION. Soit # € G ; Pordre w(x) de  divise 'ordre p? de G, d’ott

w(z) € {1,p,p°}.

Distiguons deux cas.
(1) Cas 1 : il existe z € G tel que w(z) = p2.

Alors | <z > | =w(z) =p? =|G| dou G =<z > et
Z
G~ —.

P*Z
(2) Cas 2 : pour chaque z € G w(x) € {1,p}.

D’apres le Théoreme 12.1, Z(G) # {eg}. Soit x € Z(G),x # eq ;

alorsw(z) =pet | <z >|=p<p?=|G| don <z >+ G.
Il en résulte lexistence de y € G\ < x >. Nécessairement w(y) = p.

Mais < x > N < y > est un sous-groupe de < y >, lequel est d’ordre
p, et est différent de < y > car y ¢< x>, dou <z >N<y>={eg}
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Il apparait alors que

|<z>||<y>]|
|<z>nN<y>
p-p

|<z><y>| =

Donc
G=<z><y>.

Mais < = > et < y > sont d’intersection réduite a ’élément neutre et
les éléments de I'un commutent avec ceux de 'autre
(du fait que x € Z(G)), donc

Gre<r>x<y> ZXZ
~ e ~ — —_—
Y pZ  pZ

]

THEOREME 12.4. Soient p un nombre premier et G un groupe d’ordre |G| = 2p.
Alors on a, soit

soit
G~ Dgp .

DEMONSTRATION. Si p = 2 on I’a vu nous avons déja établi ce résultat (rap-
pelons que
Z Z
~— X —).
27 27
Supposons donc p > 3. D’apres le Théoreme de Cauchy, G contient un élément
x d’ordre p et un élément y d’ordre 2. Le sous-groupe < x > est d’ordre p, donc
d’indice 2 dans G. On a donc < & > <G ; de plus 2 = | < y > | divise l'ordre
| <z,y>|de <z,y > (Lagrange) ; de méme p = | < z > | divise | < z,y > |.
Donc

Dy

2p | | <zy >

Il s’ensuit que

|<z,y>|>2p=|G| > | <z,y>|,
d’ou
| <z,y>[=|G|
Du fait que < z > <G, on a

y lrye<a>.
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. Ecrivons alors y~lxy = 2" ; il suit

r = eglxe(;

= (y°) tay
y tay?
vy~
y~laty
= (y lzy)
— mT‘)'f'

- .

Donc 27"~ = e, d’olt p |r2—1=(r—1)(r +1).

Mais alors p | r—1oup|r+1.

Cas 1 : p divise r — 1.

Alors 27! = eq d'on y loy = 2" = x soit 2y = yx. Or x et y sont d’ordres
premiers entre eux, donc w(zy) = w(x)w(y) = 2p et

2

Yzy)y

1

(y
| <zy>|=w(zy) =2p =G|
On a donc

Z
G=<uzy >~ A
Cas 2 : p divise r + 1.
Alors 27! = eq douy lay = 2" =2~ L.
Donc < z,y >~ Dy, dol | < z,y > | =2p= |G| et

1

G =<z,y >~ Dop.
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13. Groupes d’ordre au plus 14 (sauf 12).

Soit G' un groupe d’ordre |G| = n < 14. Nous allons déterminer les possibilités
(& isomorphisme pres) pour G.

Lescasn=1,n=2,n=3et n=4 ont déja été considérés.

n=>5.

5 est premier donc

Z
G~ —.
57
n = 6.
6 = 2.3, et 3 est premier ; donc
Z
G~—
6Z
ou
G~ D6 ~ 23
(pour une autre approche, voir les Travaux Dirigés).
n=="1.
7 est premier, donc
Z
G~ —.
7Z
n=8.
Nous connaissons déja cinq groupes d’ordre 8 :
Z
8Z’
Z Z
27 A7’
Z Z " Z
27~ 27 27
le groupe diédral
Dy
et le groupe quaternionique
Qs.

Ces cinq groupes sont deux & deux non isomorphes (exercice).
Nous allons faire voir que G est nécessairement isomorphe a l'un de ces cingq
groupes.

|G| = 8 donc, si « est un élément de G, ordre de x divise 8 :

w(z) € {1,2,4,8}.

S’il existe € G d’ordre 8, alors

Z
G7<x>787Z'
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Dorénavant, nous supposerons donc que
(Vz € G) w(x) € {1,2,4}.

Si tous les éléments de G sont d’ordre 1 ou 2, alors (Vz € G) 22 = eg.
Il en résulte (voir les Travaux Dirigés ou I'examen de l’an dernier) que

~ (L
G=(57)
pour un k£ € N.
Mais alors
2k = |G| =8
d'ou k=3: z
w53
G_(QZ) .

Nous pouvons donc supposer que G ne contient pas d’élément d’ordre 8 mais
contient au moins un élément d’ordre 4 ; soit donc x € G tel que w(z) = 4. Alors
| <z >|=4<8=|G|, donc on peut trouver y € G\ <z > ; on a w(y) € {2,4} et

G=<uxz,y>.

< x > est d’ordre 4, donc d’indice 2 dans G, donc distingué, d’ot, comme
ci-dessus, y~lry €< x >= {1,x,2% 271}

Mais y~tzy est d’ordre w(x) = 4 donc y~lzy € {z,x71}.

Quatre cas peuvent maintenant se présenter.

Cas1: w(y)=2ety xy=x.

Alors
G =< Sy >=<xr > X <K >N£X£
SRE¥oSYoESY Y==z " 2z

En particulier, G est abélien.

Cas 2 : w(y)=2et y Ixy=x"1.

Alors G =< z,y >, w(z) =4, w(y) =2 et y~
Il s’ensuit que

1 1

TYy=1x"".

G~ Dg.
Cas 3: w(y) =4 ety xy=x.

est alors d’ordre % = 2 ; dans ce groupe

Le groupe G
& P <zT>

v =U)=ec =%

x

>
soit y? €< 2 >. Mais y? est d’ordre 2 d’ot1 y? = 22 et (z71y)%2 = 27 2y?> = eg. Or
x 7y # eq, donc v = a7y ¢< x > et 3 est d’ordre 2. En remplacant y par y’ |
on se ramene au Cas 1.

Cas 4:w(y)=4ety Ixy=x1

Comme ci-dessus, on voit que y? = 22 # eg

Soit z := x? = y? ; z commute avec y et x, donc z € Cg(z), y € Cq(2),
G =<,y >C Cg(z), G=Cg(z) et z € Z(G).

Les éléments eq, z, x, zx, y, 2y, xy, zzxy sont deux & deux distincts (exercice), et

(zy)? = zyzy = zyyy 'ay = zyyz ! = zzart = 2% = 2.
L’ensemble {eq, z, z, zx,y, 2y, vy, zzy} est de cardinal 8 ; on a donc

G = {eGa 2, L, 2%,Y,2Y,TY, ny}
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et il est facile d’écrire la table de multiplication de G. On voit que G est isomorphe
a Qg ; 'isomorphisme est donné par i — x, j — y, k — xy, —1 — 2z, etc. .

En fait il n’est pas nécessaire de le vérifier car le groupe Qg existe et n’est
isomorphe a aucun des groupes obtenus jusqu’ici, donc il s’insére nécessairement
dans ce dernier cas. Vu l'unicité de la table de multiplication obtenue, G ~ Qg.

n=9.
9 = 32 et 3 est premier, donc

Z
G~ —
9Z
ou z z
G ~ 37Z X 37Z
n = 10.
10 = 2.5, 5 est premier, donc
Z
G~—
10Z
ou
G~ DlO
n=11.
11 est premier, donc
Z
G = 11Z°
n=13.
13 est premier, donc
Z
G~—.
13Z
n = 14.
14 = 2.7 et 7 est premier, donc
Z
G~—
147

ou
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14. Théoréme de Sylow (2)

Soient G un groupe fini et p un nombre premier. Soit n le plus grand entier tel
que
p" 1G]
On appelle p-sous-groupe de Sylow de G un sous-groupe de G d’ordre p™. Comme
vu au chapitre 11, il en existe au moins un.
On posera

_ Gl

)

|G|P/ : pn
ce nombre n’est pas divisible par p.
THEOREME 14.1. (Sylow)

(1) Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow de
G.
(2) Les p-sous-groupes de Sylow de G sont conjugués (c’est-a-dire que si S et
T sont des p-sous-groupes de Sylow de G, il existe x € G tel que
T =axSx ' = {wsz™ s € S}).
(3) Le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G est congru ¢ 1 modulo p, et
il divise |G, .
DEMONSTRATION. (1) Soient S un p-sous-groupe de Sylow de G et S’ un
p-sous-groupe de G : |S] = p" et |S'| = p*. Alors
pF =8| divise |G|,
donc k < n.
Soit
£ :={xSx7 Nz € G}.
Pour s € S' et A € &, posons
5.A:=sAs"! = {sas"|a € A}.

Cela définit une action de S sur £ (exercice). Donc £ se décompose
en réunion d’orbites pour cette action.
Soit A € & ;

514571 = s9As; "

si et seulement si
57 s0A = As sy,

soit

1 " ’
s1°82€ S ={ues|ud = Au}.
. 7" ’ .
Mais S est un sous-groupe de S (exercice) Donc

slAsl_l = 52A52_1

si et seulement si sq et sg sont équivalents & droite modulo S”. Le cardinal
de l'orbite de A est donc [Sl : S”], lequel divise |S,| = p* ; ¢’est donc une
puissance de p ; en particulier, il est soit égal a 1, soit divisible par p. Le
cardinal de chaque orbite est donc 1 ou un multiple de p.
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Mais le cardinal de £ n’est pas divisible par p. En effet
£ ={zSz7 |z € G},
et
xSz~ =ySy~!

si et seulement si

7 lyS = Sz~ ty,

ou

vy € Ng(S) := {t € G|tS = St}.
(Exercice : Ng(S) (normalisateur de S dans G) est un sous-groupe
de G qui contient S.)
Donc
xSzt =ySy~!
si est seulement si x et y sont équivalents & droite modulo N¢(S).
Il en résulte que

e}
€] =[G : Ne(S)] = |N|§|5)| - "g',
Ne(S)]

G
divise ‘—nl; en particulier il n’est pas divisible par p.
p

Mais |€| est égal & la somme des cardinaux des orbites de S " dans son
action sur & ; il existe donc une orbite de cardinal non divisible par p,
donc de cardinal 1.

Soit donc 'orbite de A de cardinal 1 ; on a

(Vte S)tAt™ =1,
donc, pour chaque t € T,
tA = At.

Mais alors < t > A est un sous-groupe de G (exercice), donc

| <t > A|divise |G].

Mais | < ¢t > | divise |S’| donc | <t > | est une puissance de p.
Du fait que | < ¢t > A| divise |G|,

| <t>]]4]
| <t>nNA|
| <t>]

————— est une puissance de p, et il divise
| <t>nNA| P P

divise |G|. Donc

@ = @, lequel n’est pas divisible par p. Donc
Al 18]

|<t>]

|<t>nAl

<t>=<t>NA, <t>CAettecA.

)
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Cela vaut pour chaque t € S, donc S C A. Mais A est un conjugué
de S, donc |A] = |S| = p™ et A est un p—sous—groupe de Sylow de G.

(2) Soient S et S deux p-sous-groupes de Sylow de G. Appliquons le raison-
nement de 1) & " : il existe un conjugué A = zSz~! de S tel que S’ C A.
Mais

8| = p" = |S| = [aSz™!| = |A]
donc
S'=A=uxSx7t.
(3) Soit 2 ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G. D’apres 2),
Q= {zSz7 |z € G},

soit, avec les notations de 1), Q = €.

De plus |Q2] = [G : Ng(S)] n’est pas divisible par p.

Faisons agir S sur €, comme en 1). L’orbite de S est {S}, de cardinal

1.
Supposons que T' € Q, T # S, et que 'orbite de T soit de cardinal 1.
Alors
(Vs € S) sTs ! =T.
Mais alors (exercice) ST est un sous-groupe de G et |ST| = ‘|§|h|$|l est une

puissance de p et divise |G|. Donc |ST| < |5, et, vu que S C ST,

S| < |ST| < |S], |S] = |ST|, S = ST, T C S et (du fait que
|T| =p" =|S|) T =S, une contradiction.

Donc toutes les orbites de S sur © autres que {S} ont pour cardinal

une puissance de p autre que 1. Il en résulte que || = 1[p].
O

On note souvent n,(G) le nombre de sous-groupes de Sylow de G. Nous venons
de voir que 1, (G) = 1[p] et n,(G) | |G|,
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15. Exemple d’application : les groupes d’ordre 12.

Nous connaissons déja quatre groupes d’ordre 12, (exercice) deux & deux non
isomorphes :
Z
12Z°
Z Z
R >< 77
2Z 6Z
le groupe diédral D15 et le groupe alterné Ajy.
Soit
Gy =< ;[;,y|;1;3 = 17y4 = 17y_1$y =z ! >
Ga
Z(Gs)
Jaffirme que tout groupe G d’ordre 12 est isomorphe a I'un des cinq groupes
ci-dessus.

Il est facile de voir que Z(G2) = {e, y?} et ~ 33 ; en particulier, |Ga| = 12.

On sait que na(G) est impair et divise % = 3, donc il vaut 1 ou 3. De méme
n3(G) divise 4 et est congru a 1 modulo 3, donc il vaut 1 ou 4.

Cas 1: n3(G)=1

Soit Pl'unique 3-sous-groupe de Sylow de G ; P <G et P est d’ordre 3, donc
cyclique : P =< >= {1,z,2%}.

Soit () un 2-sous-groupe de Sylow de G ; on voit aisément que G = QP.

Si y est un élément de G, yry~' €<z > d’ou

yry € {x, a7t

G|
Donc <
|Ca ()|
Cas 1a) : G = Cg(x).
Alors chaque élément de P appartient au centre Z(G) de G, donc commute
avec chaque élément de Q). Donc ’application

(P, @) = pq
est un isomorphisme entre P x @ et G, et

G:PxQ:SEZxQ

est isomorphe a

Z Z
X ~
372 47 12
ou a
Z y/ Z Z Z
X X ~ X —,
32 27 27 6Z 27
G|
Cas 1)b =2
®) Cato)
Alors
Ca(x) =Cq(z) NG =Ca(x) N PQ = P(Cx(z) NQ)
d’ou
|Ca(z)| = [P(Ca(z) NQ)| = |P||Ca(x) N Q|
et

9 Gl Q| '
|ICa(z)]  |Ca(z)NQ)
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Donc
|Ca(z) N Q| =2.

Cas 1)b)1) : @ est cyclique.

Soit @ =<y > ; y est d’ordre 4, G =< x,y >, Cq(z) NQ =< y? > et

y’lxy =L

Donc G ~ Gs.

Cas 1)b)2) : Q ~ o7 X 57

Soit Ca(z) N Q = {e,y}, et soit z € @\ {e,y}. Alors y et z sont d’ordre
2 et commutent, et Q = {e,y, z,yz}. = est d’ordre 3, y est d’ordre 2, et x et y
commutent, donc w(zy) = 6. De plus w(z) =2 et 2z ¢ Co(z), don 27 toz =27 et

2N ay)z =2z azy = 27y = (ay) 7L

Z Z

Il s’ensuit que < xy,z >~ D15 ; G, d’ordre 12, contient un sous-groupe iso-
morphe a Dys ; il lui est nécessairement égal : G =< zy, z >~ Dis.

Cas 2 : n3(G) =4

Alors G contient huit éléments d’ordre 3 (deux par 3-sous-groupe de Sylow)
donc ’ensemble F des éléments d’ordre différent de 3 est de cardinal 12 — 8 = 4.
Un 2-sous-groupe de Sylow de G doit étre contenu dans F, donc égal a F. Le
2-sous-groupe de Sylow de G est donc unique : ny(G) = 1.

Je vous laisse démontrer que ce sous-groupe ne peut pas étre cyclique ; il est
donc isomorphe au groupe de Klein. A partir de la, un dernier effort vous permettra
d’établir que G est isomorphe a Ay.
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16. Groupe des automorphismes d’un groupe.

Soit G un groupe. On appelle automorphisme de G un isomorphisme de G
dans G. On note leur ensemble Aut(G) (groupe des automorphismes de G).
C’est un groupe pour la composition, d’élément neutre e 4,,4(q) = Idg-

THEOREME 16.1. Pour x € G, définissons i(x) : G — G par

(Vy € G) i(x)(y) = zya™".
(1) Pour chaque x € G, i(x) est un automorphisme de G.
(2) i: G — Aut(G) est un morphisme de groupes. On pose Int(G) := Im(i)
(ensemble des automorphismes intérieurs de G) ; c¢’est un sous—groupe de

Aut(G).

(3) Int(G) ~ Z(Cé?) et Int(G) < Aut(G).
DEMONSTRATION. (1) Soit x € G ; pour tout couple (y,2) € G on a
i(2)(yz) = a(yz)z
= xyzm_l
= myezxil
= ay(ztz)zz!

= (zyz 1) (zzz™?h)
= i(x)(y)i(z)(2).
Donc
i(r):G— G
est un morphisme de groupes.
On voit aisément (ou par le calcul effectué en (2) ci-dessous) que
i(x)oi(z™') =i(z ) oi(z) = Idg,
donc i(x) est bijectif : i(z) € Aut(G).
(2) Soient z,y, et z dans G. On a
(@) oi)(z) = i@)i()(=)
= i(@)(yzy™)
= a(yzy )aT
a:yzyilel
wyz(zy) "
i(zy)(2).
Donc i(x) o i(y) = i(xy) : ¢ est un morphisme de groupes.
Int(G) := Im(i) est donc un sous-groupe de Aut(G).
De plus

G
ker(i)

Int(G) = Im(i) ~

Mais = € ker(i) équivaut a
i(z) = Idg, soit a
(Vy € G)i(2)(y) = v,



16. GROUPE DES AUTOMORPHISMES D’UN GROUPE.

ou

(Vy € Glayz™" =y,

c’est—a—dire

(Vy € G)xy = yz, soit x € Z(G).
Donc ker(i) = Z(G) et

Int(G) ~ ZC;)
Soient maintenant a € Aut(G) et 8 € Int(G) ; f =
r € G.
On a, pour tout y € G :
(aBaM)(y) = aBla™'(y)))
= a(i(z)(a™'(y)))
= a(za'(y)at)
= a(x)ala™ (y)alz™)
(z)yo(z) ™!
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i(x) pour un

= i(a(z))
Donc afBat =i(a(z)) € Int(G), d'ot Int(G) < Aut(G).

DEFINITION 16.2.
Aut(Q)

~ Int(G)

On l'appelle le groupe des automorphismes extérieurs de G.

Out(G) :

EXERCICE 16.3. Si n > 3 et n différent de 6
Aut(3,) = Int(%,).

EXERCICE 16.4. On suppose Z(G) = {eg}. Montrer que Z(Aut(G)) = {Idg}.
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17. Groupes abéliens finis.

Parmi eux, nous connaissons les groupes
Z .
nZ’
on peut ensuite effectuer des produits directs.
Nous allons voir que les groupes ainsi obtenus sont, a isomorphisme pres, les
seuls groupes abéliens finis.

DEFINITION 17.1. Soit G un groupe fini. Posons
e(G) := ppem(w(x)|z € G)
(exposant de G).

THEOREME 17.2. Si G est fini et abélien, il existe un élément y de G tel que
w(y) = e(G).

REMARQUE 17.3. Cet énoncé est faux en général si G n’est pas abélien : con-
sidérons G = X3 (le plus petit groupe non—abélien). Alors e(G) = 6 et G ne contient
aucun élément d’ordre 6.

DEMONSTRATION. Soit
e(G) =pi*.ppn
avec les p; premiers deux a deux distincts et les a; > 1.
Pour i fixé, pi* divise e(G) = ppem(w(z)|z € G); il existe donc z; € G tel que
p;t divise w(x;), soit w(x;) = pik; avec k; entier.
Posons alors

Il apparait que
w(x;) o
wly;) = =1p. "
(yl) ki 7
Les y; commutent deux a deux et sont d’ordres deux & deux premiers entre eux

donc

W(Y1--Yn) = w(y1)..w(yn) = pit..pp" = e(G).
0

THEOREME 17.4. Soit G un groupe fini abélien ; alors il existe un entier r € N
et des entiers ay, ...,a, avec a1 > 2 et

a1|a2|...|a,«
tels que
Z Z
G~ —— X ..X .
CL1Z aTZ

REMARQUE 17.5. Ce résultat est essentiellement dit a Gauss (1801), dans le
contexte de la composition des formes quadratiques entiéres ; la version moderne
provient de Frobenius et Stickelberger (1878).

DEMONSTRATION. On procéde par récurrence sur |G|, le résultat étant clair
pour |G| = 1. Soit donc G d’ordre |G| > 1, et supposons que chaque groupe d’ordre
< |G| satisfasse a la conclusion du Théoréme.

D’apres le Théoreme 17.2, il existe x € G tel que w(z) = e(G).
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Il existe au moins un sous—groupe T de G tel que TN < = >= {e} : le
sous—groupe {e}. Choisissons un de ces sous—groupes d’ordre maximal : H. On a
HnN <z >={e}, donc le sous—groupe H < x > est un produit direct :

H<r>=Hx<x>.

Supposons pour le moment G # H < x >, et soit alors y € G\ H < = >
d’ordre minimal.
Alors y # e d’ott w(y) > 2. Ecrivons

wly) =ai* g
avec les ¢; premiers et deux a deux distincts et les a; > 1.
Sim > 2, on peut écrire
Y=UYi---Ym
ou les y; sont des puissances de y et

Vie{l,..m} w(y) = ¢

Si on avait m > 2, on aurait, pour chaque i, w(y;) < w(y), d’ol, par définition
dey,y, € H<z>ety=1y..yn € H <z >, une contradiction. Donc m =1 et
w(y) = g7, que nous noterons plus simplement w(y) = ¢* (¢ premier, a > 1).

On a

0 — wly) ¢ q” _ ol g
pgcd(w(y),q)  pged(q®,q)  q

donc, encore une fois par définition de y, y? € H < x >. Ecrivons donc
y!=ha®(h € H,s € Z).

w(y

Il apparait que

e = yf

= @)

= (ha®)?

= pt’ g
d’ou Pt e -

(T )=z e Hh <z >={e}

et

P e,

soit w(x)|sq?1.
Mais ¢ = w(y) divise e(G) = w(x), donc ¢° divise s¢°~! : ¢ divise s. Nous

pouvons donc écrire s = gt(t € Z) ; soit z := ya~*

z ¢ H < x> ;de plus

. Dufait quey ¢ H <z >,ona

2= (yah)
— yqx—qt
= hx’z°
= h.
Sqit maintenant H = H <z>; H " est un sous-groupe de G, H " contient I,{ , et
H #Hvuquez€ H etz¢ H;onadonc |[H| > |H|. Par définition, H N <
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x ># {e} ; soit donc w € H'N <z >, w+#e. On peut écrire w = hiz"(hy € H,
neZz).
Si ¢ divisait n, on pourrait écrire n = qu (u € Z) et
w = hlzq“ = hl(zq)“ = hlhu ceH
d’ou
e#we HN <z >= e},
une contradiction. Donc ¢ ne divise pas n ; il en résulte que g et n sont premiers
entre eux. D’aprés le Théoréme de Bachet-Bezout, il existe (\,u) € Z2 tel que
Aq + pn = 1. Mais alors
ZAqu/m
= P
= Wby Mw)
R hi Hwh.
Viquehe HCH<z>h e HCH<zxz>etwe<z>CH<z>,on
trouve z € H < x >, une contradiction.

OnadoncG=H<zxz>=Hx <z >.
(€] (€]

Par hypotheése de récurrence, vu que |H| = <25 = @)
x w(z

< |G|, on peut

écrire

Z
H~— x.. X
a1Z CLTZ
pour r € N et des entiers aq, ..., a, tels que a; > 2 et

a1|a2|...\ar.

: : : . Z : .
Mais alors H contient un sous—groupe isomorphe a A donc il contient un
a

T
élément d’ordre a, ; G contient donc un élément d’ordre a,. En particulier, a,
divise e¢(G) = w(x). Posons a,41 = w(x) ; alors

aylaz|...|ar|ar41

et
G = Hx<zxz>

Z

~ alzx...xarzx<x>
Z Z Z

~ al—zx...xarzxw(x)z

= i><...>< z X z .
a1Z arZ  ar1Z

Les a; sont uniques ; on les appelle les facteurs invariants de G.
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