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Algèbre 1

Rattrapage du 27 Juin 2019. Durée 2 heures

— On attachera le plus grand soin à la qualité de la rédaction, à la présentation et à la
rigueur des démonstrations.

— Les notes de cours et de TD sont interdites. La calculette et les téléphones portables ne
sont pas autorisés.

Exercice I. Déterminer si les énoncés suivants sont vrais ou faux en justifiant votre réponse.

1. Un système linéaire homogène admet une unique solution.

2. L’ensemble E = {(x, y, z) ∈ R3, xy ≤ 0} est un sous-espace vectoriel de R3.

3. Si F1 et F2 deux sous-espaces vectoriels de Rm, alors F1 ∪ F2 est un sous-espace vectoriel de
Rm.

4. Le sous-espace vectoriel de Rn, F = Vect{u1, u2, . . . , um}, est de dimension m.

5. Soit A une matrice de M4,3(R). Si dim(kerA) = 2, alors rg(A) = 2.

Exercice II. Dans R4, on considère le sous-ensemble E1 = {(x, y, z, t) ∈ R4, x− y + z = 0} et
le sous-ensemble E2 = {(x, y, z, t) ∈ R4, x = t et y = 0}.
1. Montrer que E1 et E2 sont des sous-espaces vectoriels de R4.

2. Calculer dimE1 et dimE2.

3. Calculer dimE1 ∩ E2. En déduire la dimension de E1 + E2.

4. Montrer que R4 = E1 + E2. A-t-on R4 = E1 ⊕ E2 ? Pourquoi ?

Exercice III. On considère l’application linéaire f : R3 → R3 et on désigne par C la base
canonique de R3. La matrice de f dans cette base est donnée par :

MC,C =

2 2 2
2 −2 0
0 2 1

 = (u1 u2 u3).

1. Donner l’expression de f(x, y, z) pour tout vecteur (x, y, z) ∈ R3.

2. Montrer que la famille {u1, u2, u3} est une base de R3. On notera B cette base.

3. En déduire que f est un isomorphisme.

4. Donner la matrice MB,B de f dans la base B.

Exercice IV. Soient A une matrice inversible de Mn(R) et f l’application de Mn(R) dans
Mn(R) définie par :

f(X) = XA.

1. Vérifier que f est linéaire.

2. Montrer que f est injective. En déduire que f est un isomorphisme et expliciter son applica-
tion réciproque f−1.

3. On pose A =

(
−1 2
1 0

)
. Vérifier que A est inversible.

4. Rappeler la base canonique C de M2(R) et calculer la matrice B de f−1, de M2(R) dans
M2(R), dans C.
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