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Chapitre 1 : Systemes linéaires

Soit n € N* un entier naturel supérieur a 1. Une équation linéaire a
n inconnues xi, X2, -+ , X, est une équation de la forme

aix1 +axxo+ -+ apxp = b,

ol aj,as, -+ ,an et b sont des nombres réels donnés.

Définition

Un systéme de m équations linéaires a n inconnues, ou systéme
linéaire, est une liste de m équations linéaires.

Exemple. Systéme de 2 équations a 3 inconnues.
2x1 — X0 + %Xg, =8,
X1 — 4X3 = —7.
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Systeme linéaire

Forme générale d'un systeme linéaire de m équations a n inconnues

X1, X2, yXn-
aiixy +
anixy +
apxy +
amixy +

a12x2
anxo

ajpX2

Am2X2

a13x3
a23Xx3

ai3X3

dm3X3

a1nXn
a2nXn

AinXn

dmnXn

by
b
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Systeme linéaire

Forme générale d'un systeme linéaire de m équations a n inconnues

X1, X2,y Xn.
ajlxy  + apxe + aizxz  +
aixy + axxx + axxz +
aixy  + apxx + aizxz  +
amiX1 + amexe + am3xs +
Les nombres réels ajj, i =1,--- ,m,j=1,---

+  ainXp
+  axnXp
+  ainXn
+  amnXn
, n sont les

by
b

b;

bm

coefficients du systéeme. Ce sont des données. Les nombres réels
bj,i =1,---, m constituent le second membre du systeme et sont

également des données.
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Une solution du systéme linéaire est une liste de n nombres réels
(s1,2,- -+ ,Sn) (un n—uplet) tels que si I'on substitue s; pour x1,
pour xp, etc ... dans le systéme linéaire, on obtient une égalité.
L'ensemble des solutions du systéme linéaire est I'ensemble de tous
ces n—uplets.
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Définition

Une solution du systéme linéaire est une liste de n nombres réels
(s1,82, -+ ,Sn) (un n—uplet) tels que si I'on substitue s; pour x1, Sp
pour xp, etc ... dans le systéme linéaire, on obtient une égalité.
L'ensemble des solutions du systéme linéaire est I'ensemble de tous
ces n—uplets.

Pour un systeme linéaire général de m équations et n inconnues :

a) Soit il n'y a aucune solution. Dans ce cas on dit que le systeme
est incompatible.

b) Soit il y a une solution unique. Dans ce cas on dit que le
systeme est compatible.

c) Soit il y a une infinités de solutions. Dans ce cas aussi on dit
que le systéme est compatible.
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Exemples.
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X1+ X3 =0,

X2 + X3 =0.
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@ Un systéme est dit homogeéne si son second membre est nul,
c'est—a—dire siby = by = --- = b,; = 0.

o Deux systémes sont dits équivalents s'ils ont le méme
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Remarque. Un systéme homogeéne est toujours compatible. En
effet, un tel systeme admet toujours la solution triviale
s1i=s=---=5,=0.

Exemples.
x1—x2+2x3 =0,
X1+ X3 =0,
X2 + X3 =0.

(x1,x2,x3) = (0,0,0) est Solution.

x1+xs+x =0,
X1+ X3 =0.

(x1, X2, X3, Xa, X5, x6) = (0,0,0,0,0,0) est Solution.
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Elle permet d'écrire de fagcon plus compacte un systéeme linéaire. Il
s'agit de ranger les coefficients dans des tableaux rectangulaires.
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un introaudit

aiy aw .- ay - ann b

ax ax -+ ay - ax b
A=

aip aip -+ aj o ain b

dml dm2 ' dmj ' dmn bm

La matrice A s’appelle matrice augmentée du systeme. C'est une
matrice m X (n+ 1). Elle contient toute I'information nécessaire a
déterminer le systéeme, les coefficients et le second membre.
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un introaudit

aiy aw .- ay - ann b

ax ax -+ ay - ax b
A=

aip aip -+ aj o ain b

dml dm2 ' dmj ' dmn bm

La matrice A s’appelle matrice augmentée du systeme. C'est une
matrice m X (n+ 1). Elle contient toute I'information nécessaire a
déterminer le systéeme, les coefficients et le second membre.

Exemple.
A 100101
~\1 01000
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Dans le cas d’un systéme échelonné m x n on a l'alternative :

a) Soit il n'y a aucune solution si la matrice augmentée a une ligne
de la forme

(00 --- 0b) avec b #0. (1)

b) Soit il y a une unique solution s'il n'y a pas de ligne de la forme
de (1) ni de variables libres.

c) Soit il y a une infinité de solutions s'il n'y a pas de ligne de la
forme de (1) mais qu'il existe des variables libres.

Dans le cas de systeme échelonné compatible, on obtient une
description paramétrique de I'’ensemble des solutions en exprimant
les variables essentielles en fonctions du second membre et des
variables libres.
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b) En effectuant une opération élementaire on NE mélange
JAMAIS les colonnes.
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trois opérations suivantes :

i) Echanger deux lignes (échange).
ii) Multiplier une ligne par une constante non nulle (homotéthie).

iit) Remplacer une ligne par elle-méme plus un multiple d'une
autre ligne (substitution).

Remarques. a) On ne modifie pas I'ensemble des solutions d'un
systeme linéaire si on applique une ou plusieurs opérations
élémentaires a sa matrice augmentée.

b) En effectuant une opération élementaire on NE mélange
JAMAIS les colonnes. Exemples.
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Algorithme de Gauss

Le principe de I'algorithme de Gauss consiste a utiliser des
substitutions de lignes pour placer des zéros la ou il faut de facon a
créer une forme échelonnée. Soit A une matrice m x n quelconque.

a1 d12 - a1 - dip

a1 dx - Ay - a2
A=

aj1 a2 - aj - din

dml dm2 ' dmj ' dmn






Etape 1 : Choix du pivot de Gauss. On commence par inspecter
la premiere colonne.
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Etape 1 : Choix du pivot de Gauss. On commence par inspecter
la premiere colonne. Soit elle ne contient que des zéros, alors on
passe directement a |'étape 3. Dans ce cas a l'issue de cette étape
la matrice de la forme

0 ain c. alj .. ain

0 ar . 32j . asn
A=

0 ajp e a’-j . ain

0 amy - amj . amn

reste inchangée.

Soit la premiéere colonne contient au moins un terme non nul. On
choisit un tel terme que I'on appelle pivot. Si c’est le terme a1 on
passe directement a |'étape 2, si c'est le terme a;; avec i # 1 on
échange les lignes 1 et / et on passe a I'étape 2.






Dans ce cas, a l'issue de I'étape 1 la matrice A devient



Dans ce cas, a l'issue de I'étape 1 la matrice A devient

/ / / /
911 d12 9yt 91,
a’ a/ DR a/ DR a/

21 922 2j 2n

A =

/ / / /
R T

/ / / /
dm1 Fm2 7 @m0 Gmn

/
avec aj; # 0.






Etape 2. Elimination. On NE touche PLUS a la ligne 1 et on se
sert du pivot pour éliminer tous les termes a}; pour i > 2.
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Etape 2. Elimination. On NE touche PLUS a la ligne 1 et on se
sert du pivot pour éliminer tous les termes a}; pour i > 2. Pour
cela on remplace la ligne i de la fagon suivante.

/
. . a; . .
I|gnel—+1 X lignel pouri=2---,m.
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Au terme de I'étape 2 on obtient une matrice de la forme

/ / / /

911 912 00 9y Ay

/! /! /!
0 322 e azj .o azn

A// — .

/! /! /!
0 &y - & .- a
0 a// a// a//

mo mj mn



Etape 2. Elimination. On NE touche PLUS a la ligne 1 et on se
sert du pivot pour éliminer tous les termes a}; pour i > 2. Pour
cela on remplace la ligne i de la fagon suivante.

/
. . a; . .
I|gnel—+1 X lignel pouri=2---,m.
11

Au terme de I'étape 2 on obtient une matrice de la forme

/ / / /
911 912 00 9y Ay
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/! /! /!
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Etape 3. Boucle. La premiere colonne de la matrice A” est bien
celle d'une matrice échelonnée.
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Etape 3. Boucle. La premiere colonne de la matrice A” est bien
celle d'une matrice échelonnée. On va donc conserver cette
premiére colonne ainsi que la premiére ligne, et I'on va boucler sur
I'étape 1 appliquée a la sous—matrice de taille (m — 1) x (n —1)

" 1 11
a22 e aZj e 82 n
7 1 7
ai2 e aij e ain

P

m2 mj mn






Ainsi, au terme de la deuxiéme itération de la boucle on aura une
matrice de la forme



Ainsi, au terme de la deuxiéme itération de la boucle on aura une
matrice de la forme
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Ainsi, au terme de la deuxiéme itération de la boucle on aura une
matrice de la forme

/ / / / /
d11 912 913 0 4y Ay,
/! /! ! /!
0 ap a3 - & - &,




Ainsi, au terme de la deuxiéme itération de la boucle on aura une

matrice de la forme

/ / /
a11 d1p 913
/! 1/
0 any 3%3)
3
0 0 a3

/ /
d 9
/! !
d 1t gy
RN C)
3j 3n



Ainsi, au terme de la deuxiéme itération de la boucle on aura une

matrice de la forme

/ / /
a11 d1p 913
/! 1/
0 any 3%3)
3
0 0 a3

/ /
d 9
/! !
d 1t gy

3) 3)

aj " 93



Ainsi, au terme de la deuxiéme itération de la boucle on aura une

matrice de la forme

an
0
0

/
a1
/!
a2

0

/
d13
1/
i)
3
d33

3

a3

/

/!
RE)

3

KE)
ij

/
An
"
i)
3
3p

: @
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0

/
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i)
3
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/

/!
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3

KE)
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/
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"
i)
3
3p

: @



Ainsi, au terme de la deuxiéme itération de la boucle on aura une

matrice de la forme

an
0
0

/
a1
/!
a2

0

/
d13
1/
i)
3
d33

/

/!
RE)

3

/
An
"
i)
3
3p

: @

)

amn




Ainsi, au terme de la deuxiéme itération de la boucle on aura une

matrice de la forme

/
a1
0
0
AB) —

0

0
G) _ 3 "
ol 3y = — gr X 3,

/
a1
/!
a2

0

/
d13
1/
i)
3
d33

/

/!
RE)

3

/
An
"
i)
3
3p

: @

)

amn




Ainsi, au terme de la deuxiéme itération de la boucle on aura une
matrice de la forme

ay ap a3 3/11' e a,

0 & a3 -+ & - &,

0 0 ag? . QS) . agi)
AB) = | : : : :

0 0 ag’) .. a,('j3) . al(s’)

0 0 WY . DS

G3) _ .
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Chapitre 2 : Vecteurs dans R”

Définition

Soit m > 1 un entier. Un vecteur de R™ est une matrice a m lignes
et 1 colonne.

Notations : Un vecteur u de R™ s'écrit

u
u2

<y
Il

Um

ou par souci de gain de place on utilise la notation d'un m-uplet
de scalaires

ﬁ:(ulau2>"'7um)'

Cette notation NE doit PAS étre confondue avec la notation
(u Us ... um) qui désigne une matrice a 1 ligne et m colonnes.






Soient




Soient
u

u2
e R™,

=y
I

Um




Soient

u Vi

up V2
eR™, V= ) c R™.

=y
I




Soient
uy %1
uz V2
= eR™, V= e R™.
Um Vm

On définit sur R™ ['addition de 4 et vV par




Soient
up Vi
uz V2
U= eER™, V= :
Um Vm
On définit sur R™ ['addition de 4 et vV par
up+v;

u+v= e R™.

Um + Vm




Soient
uy %1
uz V2
= . eR™, V= . e R™.
Um Vm

On définit sur R™ ['addition de 4 et vV par

up+wvp

. up + v
V= ) cR™.

<l
_l_

Um + Vm

On définit sur R™ la multiplication de i par un scalaire A par




Soient
uy %1
uz V2
= . eR™, V= . e R™.
Um Vm

On définit sur R™ ['addition de 4 et vV par

ur+wvg
u+v= . e R™.
Um + Vm

On définit sur R™ la multiplication de i par un scalaire A par

AUy

)\Ug
= . e R™.

AUm




Soient
uy %1
uz V2
= . eR™, V= . e R™.
Um Vm

On définit sur R™ ['addition de 4 et vV par

ur+wvg
u+v= . e R™.
Um + Vm

On définit sur R™ la multiplication de i par un scalaire A par

AUy
)\Ug

AUm

Ces deux opérations sont définies ligne par ligne.




Interprétation géométrique dans le plan et dans I'espace



Interprétation géométrique dans le plan et dans I'espace

o L’addition de deux vecteurs se traduit par la régle du
parallélogramme. La somme de deux vecteurs est représentée
par la diagonale du parallélogramme ayant ces deux vecteurs
comme cotés.
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o L’addition de deux vecteurs se traduit par la régle du
parallélogramme. La somme de deux vecteurs est représentée
par la diagonale du parallélogramme ayant ces deux vecteurs
comme cotés.
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|
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@ Par le théoreme de Thalés. L'ensemble des multiples scalaires
d'un vecteur est la droite qui supporte le segment
représentant le vecteur.



Interprétation géométrique dans le plan et dans I'espace

@ Par le théoreme de Thalés. L'ensemble des multiples scalaires
d'un vecteur est la droite qui supporte le segment
représentant le vecteur.
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Grace aux opérations d’addition et de multiplication, I'ensemble
R™ acquiert une structure algébrique, c'est-a-dire des regles de
calcul sur les vecteurs.



Structure algébrique de (R™, +,-)

Grace aux opérations d’addition et de multiplication, I'ensemble
R™ acquiert une structure algébrique, c'est-a-dire des regles de
calcul sur les vecteurs.

Le vecteur
0
. 0
Opm = . e R™
0

est appelé le vecteur nul de R™.
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Pour tous i, V,w dans R™ et A, u dans R,
i) U+ V=V+ i, (commutativité de I'addition).
i) (+V)+w=1i+ (V+w), (associativité de I'addition).
i) o+ Ogm = Ogm + 0 = @, (GRm est un élément neutre pour
I'addition).
iv) b+ (—1)d = (—1)i + i = Ogm, (tout élément admet un
opposé pour I'addition).
v) MU+ V) = i + \V, (distributivité de la multiplication par un
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Proposition

Pour tous i, V,w dans R™ et A, u dans R,
i) U+ V=V+ i, (commutativité de I'addition).
i) (d+ V) +w = i+ (V+ w), (associativité de I'addition).
i) o+ Ogm = Ogm + 0 = @, (GRm est un élément neutre pour
I'addition).
iv) b+ (—1)d = (—1)i + i = Ogm, (tout élément admet un
opposé pour I'addition).
v) MU+ V) = i + \V, (distributivité de la multiplication par un
scalaire par rapport a I'addition vectorielle).
vi) (A4 p)d = Ad + pd, (distributivité de la multiplication par un
scalaire par rapport a I'addition scalaire).
vii) A(pd) = (Ap)d ( “associativité” de la multiplication externe).

viii) 1d = 4, (1 est un “élément neutre” pour la multiplication
externe).

Remarque. Par les propriétés i) a iv) on voit que (R™, +) est
groupe commutatif.



Définition

Les propriétés algébriques (i), (ii),..., (viii), conférent a (R™,+, ")
ce que I'on appelle une structure d’espace vectoriel sur R. Les
éléments de R™ sont appelés les vecteurs de cet espace vectoriel et
les réels sont appelés les scalaires.




Définition

Les propriétés algébriques (i), (ii),..., (viii), conférent a (R™,+, ")
ce que l'on appelle une structure d’espace vectoriel sur R. Les
éléments de R™ sont appelés les vecteurs de cet espace vectoriel et
les réels sont appelés les scalaires.

On peut maintenant mener toutes sortes de calculs avec I'addition
(4) et la multiplication par un scalaire () en appliquant les regles
usuelles. Ainsi

O+) (G47) = (M) T+A+10) ¥ = NiH+AT+pi+pd = A(i-+7)+u(i+v)

Attention a ne pas additionner des scalaires et des vecteurs et a
ne pas multiplier deux vecteurs entre eux.

Proposition

Pour tout 4 dans R™ et \ dans R,

0 = rRM, et AGRm = 6Rm.




A partir des deux opérations de base appliquées un nombre fini de
fois et en utilisant les propriétés i) a viii), on aboutit a la notion
fondamentale.



A partir des deux opérations de base appliquées un nombre fini de
fois et en utilisant les propriétés i) a viii), on aboutit a la notion
fondamentale.

Définition

Soient {uy, Uy, . .., Un} une famille de n vecteurs de R™ et
{1, A2, ..., An} une famille de n scalaires. Alors,

VV:)\ll_jl—i-)\zl_jz-i-"'—f-)\nﬁna

s'appelle une combinaison linéaire de la famille {u;}j=1 .. n dont les
coefficients sont les {\;}i=1, .. n.

v

Lien avec les systemes linéaires.



Espace engendré par une famille de vecteurs

Définition

Soit {uy, U, ..., U} une famille de n vecteurs de R™. L'ensemble
de toutes les combinaisons linéaires possibles de la famille est
appelé espace engendré par cette famille

vect{fjl, oy ...,y 17,,} = {V_I} = A\l + Nolp + -+ - + Nyl € R™,
{Aiti=1,...n € R}

v

C'est toujours un sous-ensemble de R™. Par convention, on posera

vect(f)) = {0}.
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Remarques.
i) 0 =00y + 0y + - - - + 0, € vect{iy, U, ..., ln}.

ii) Le systeme linéaire dont la matrice augmentée est

est compatible si, et seulement si b € vect{us, to, . ..

i) Vj, VA, Alj € vect{uy, U, ..., Un}.
iv) vect{0} = {0}.

, Un}



Interprétation géométriques.




Définition
On dit qu'une famille {4y, o, . .., Uy} de R™ est génératrice (ou
engendre R™) si

vect{uy, Uy, ..., dn} = R™.

En d'autres termes, si une famille est génératrice, alors tout
vecteur de R™ peut s'écrire comme combinaison linéaire des
vecteurs de cette famille.



Produit matrice—vecteur

Définition

Soit A une matrice m x n, de colonnes 31, 3,,...,3, € R™, et soit
X € R". Le produit de A par X est le vecteur de R™ défini par

A)?:(3132...3n) . = x1a1 + X0d> + - - - + xpan
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X € R". Le produit de A par X est le vecteur de R™ défini par

X1

X2
Ax:(alaz...an) . = X141 + Xoad2 + - - + Xpap

Xn

Remarques.

a) Le produit AX n'est donc que la combinaison linéaire des
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Produit matrice—vecteur

Définition

Soit A une matrice m x n, de colonnes 31, 3,,...,3, € R™, et soit
X € R". Le produit de A par X est le vecteur de R™ défini par

X1

X2
Ax:(alaz...an) . = X141 + Xoad2 + - - + Xpap

Xn

Remarques.

a) Le produit AX n'est donc que la combinaison linéaire des
vecteurs-colonnes de A dont les coefficients sont les lignes de X.

b) Le produit matrice-vecteur n'est défini que si X a le méme
nombre de lignes que le nombre de colonnes de A.

Exemple.

21/



La matrice n X n

1 0 0

01 0
In: .

0 0 1

est telle que 1,X = X pour tout X € R". On 'appelle matrice
identité n x n.




Théoreme (Linéarité)

Soient A une matrice m X n, U et v deux vecteurs de R" et \ un
scalaire. On a

i) Al + V) = Ail + AV,
i) A(AD) = A(AD).
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Théoreme (Linéarité)

Soient A une matrice m X n, U et v deux vecteurs de R" et \ un
scalaire. On a

i) Al + V) = Ail + AV,
i) A(AD) = A(AD).

Le signe + dans le membre de gauche de i) désigne I'addition dans
R", alors que le signe + dans le membre de droite désigne
I'addition dans R™.

Vérification.



Corollaire (Généralisation)

Soient A une matrice m X n, Uy, ..., U, n vecteurs de R" et
A1, ..., An, N scalaires. Alors,

AMilr + -+ + Apldn) = MAGL + -+ - + A Alp.

Remarques.
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Corollaire (Généralisation)

Soient A une matrice m X n, Uy, ..., U, n vecteurs de R" et
A1, ..., An, N scalaires. Alors,

AMilr + -+ + Apldn) = MAGL + -+ - + A Alp.

Remarques.

a) Le produit matrice-vecteur transforme donc toute combinaison
linéaire dans R” en la combinaison linéaire dans R™ avec les
méme coefficients.

b) Mentionnons pour clore cette section la formule générale
donnant la i-éme ligne d'un produit matrice-vecteur,

j=n
(AX);i = ajix1 + aipxo + - + ainXn = E aijx;.
=1

Remarquer sur cette formule concise la sommation par rapport
a l'indice répété j!
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Application aux systemes linéaires

On va interpréter les systemes linéaires a |'aide de produits
matrice-vecteur.

x1 +2x —x3 = 3,
—b5xp +x3 = 6.

Le systeme est clairement équivalent a I'équation vectorielle
X1+ 2x2 — x3 B 3
—5x0 + x3 o 6
Qui s’écrit encore :
X L + X 2 + X -1 = 3
Lo 2\ =5 V1) e

Forme sous laquelle on reconnait un produit matrice-vecteur :

1 2 —1\[ ™)\ /3
0o 5 1 /)| 2] {6

X3






Posant
X
a2 1Y o] s=(3
“\o 5 1) "1 = "7 \e
X3
on réécrit le systéme linéaire sous la forme concise suivante

AX = b,



Posant
X
a2 1Y o] s=(3
“\o 5 1) "1 = "7 \e
X3
on réécrit le systéme linéaire sous la forme concise suivante

A% = b,

Bien siir, A est la matrice du systeme et b le second membre, écrit
sous forme vectorielle.
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Proposition

Tout systeme linéaire de m équations a n inconnues dont la matrice
est A et le second membre b € R™ s’écrit de facon équivalente

—

AX=b ou xia1+x03 + - +x,3,=Db




Tout systeme linéaire de m équations a n inconnues dont la matrice
est A et le second membre b € R™ s'écrit de facon équivalente

— —

AX=b ou x331+x3+---+xpap=0>b

Théoreme

| A\

Soit A une matrice m X n. Les trois assertions suivantes sont
équivalentes.
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est A et le second membre b € R™ s’écrit de facon équivalente

AX=b ou x331+x3+---+xpap=0>b

Théoreme

| A\

Soit A une matrice m X n. Les trois assertions suivantes sont
équivalentes.

i) Pour tout beR™ le systéme AX = b est compatible.
ii) Les vecteurs-colonnes de A forment une famille génératrice de
Rm

iii) La matrice A admet une position de pivot par ligne.
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Tout systeme linéaire de m équations a n inconnues dont la matrice
est A et le second membre b € R™ s’écrit de facon équivalente

AX=b ou x331+x3+---+xpap=0>b

| A

Théoreme
Soit A une matrice m X n. Les trois assertions suivantes sont
équivalentes.

i) Pour tout beR™ le systéme AX = b est compatible.
ii) Les vecteurs-colonnes de A forment une famille génératrice de
Rm
iii) La matrice A admet une position de pivot par ligne.

Corollaire

| \

Une famille {Vi, Va,...,V,} de R™ est génératrice si, et seulement
si la matrice (Vi Vo ... V,) admet une position de pivot par ligne.

27/



Indépendance linéaire

Définition

Une famille {uy, Uy, ..., U} de R™ est dite linéairement
indépendante ou libre si toute combinaison linéaire nulle

A1 + Aoy + - - - + Al = O,

est telle que TOUS ses coefficients sont nuls :
AM=X=---=X,=0.

Dans le cas contraire on dit que la famille est linéairement
dépendante ou liée. Une telle combinaison linéaire s'appelle alors
une relation de dépendance linéaire entre les i;.

v

Par convention, on posera que I'ensemble vide est une famille libre.

29/



Théoreme

Soit A= (Uy Up ... Upn). Les trois assertions suivantes sont
équivalentes.
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Théoreme

Soit A= (Uy Up ... Upn). Les trois assertions suivantes sont
équivalentes.

i) La famille {ty, Uy, ..., Uy} est libre.

i) Le systéme homogéne AX = 0 n’admet que la solution triviale.
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Théoreme

Soit A= (Uy Up ... Up). Les trois assertions suivantes sont
équivalentes.
i) La famille {Uy, Uo, ..., Un} est libre.

ii) Le systeme homogéne AX = 0 n'admet que la solution triviale.

iit) La matrice A admet une position de pivot par colonne.

Remarque. Le seul point non trivial consiste a remarquer que le
systeme homogeéne admet une solution unique si, et seulement si il
n'y a pas de variable libre, c'est-a-dire si, et seulement si la matrice
admet une position de pivot dans chacune des ses colonnes.
Exemple.



i) La famille {V} est linéairement indépendante si V # Ogm et
linéairement dépendante si Vv = Ogm.

i) La famille {Vi, >} est linéairement indépendante si et
seulement si V; n'est pas un multiple de V> et v» n'est pas un
multiple de v;.




Proposition

i) La famille {V} est linéairement indépendante si V # Ogm et
linéairement dépendante si Vv = Ogm.

i) La famille {Vi, >} est linéairement indépendante si et
seulement si V; n'est pas un multiple de V> et v» n'est pas un
multiple de v;.

Preuve



i) La famille {V} est linéairement indépendante si V # Ogm et
linéairement dépendante si Vv = Ogm.

i) La famille {Vi, >} est linéairement indépendante si et
seulement si V; n'est pas un multiple de V> et v» n'est pas un
multiple de v;.

Preuve

Théoreme

Une famille F = {1, V2, ..., Vn} de n > 2 vecteurs de R™ est
linéairement dépendante si et seulement si un au moins des
vecteurs de F est combinaison linéaire des autres vecteurs de F.
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Remarque. Dans ce cas, inutile donc de se lancer dans des calculs
de méthode de Gauss. ATTENTION : par contre si n < m, on ne
peut rien dire a priori. La famille peut &tre libre ou liée, seul le
calcul peut le dire. La contraposée du théoreme précédent est non
moins importante, c'est pourquoi on I'explicite
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Théoreme

Soit n > m. Alors toute famille de n vecteurs de R™ est
automatiquement liée.

Remarque. Dans ce cas, inutile donc de se lancer dans des calculs
de méthode de Gauss. ATTENTION : par contre si n < m, on ne
peut rien dire a priori. La famille peut &tre libre ou liée, seul le
calcul peut le dire. La contraposée du théoreme précédent est non
moins importante, c'est pourquoi on I'explicite

Théoreme

Toute famille libre de vecteurs de R™ a au plus m éléments.

Proposition

Si une famille contient le vecteur nul, alors elle est liée. Si elle
contient deux vecteurs égaux, alors elle est lie.







Définition

Une base de R™ est une famille a la fois libre et génératrice.

Exemple.

Théoreme

i) Toute base de R™ admet exactement m éléments.
i) Toute famille libre de m éléments est une base de R™.

iii) Toute famille génératrice de m éléments est une base de R™.

Preuve.



Le nombre d""éléments d'une base ne dépend pas du choix de la
base. Il s’agit d'une quantité caractéristique de |'espace tout entier.
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Définition

La dimension de R™ est le nombre d'éléments de toute base de R™,

dimR™ = m.




Le nombre d""éléments d'une base ne dépend pas du choix de la
base. Il s’agit d'une quantité caractéristique de |'espace tout entier.

Définition
La dimension de R™ est le nombre d'éléments de toute base de R™,

dimR™ = m.

Exemple.

Remarques. Cette notion algébrique de dimension coincide avec la
notion géométrique de dimension pour m = 1,2 et 3. En effet, R
est représentée géométriquement par la droite, R? par le plan et
R3 par I'espace qui est tridimensionnel. La géométrie élémentaire
s'arréte la, mais pas I'algebre linéaire. On considere sans difficulté
des espaces de dimension 5, 10 ou 100, etc.



Soit B ={Vi,Va,...,Vs} une base de R™. Pour tout X € R, il
existe un unique m-uplet de scalaires (A1, A2, ..., Am) tel que

X=MVi+ XoVo+ -+ ApVp.

| \

Définition
Le m-uplet (X)g = (A1, A2, ..., Am) s'appelle les composantes de X
dans la base B. On les range naturellement en colonne et I'on note

A1
A2

Am
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Soit B ={Vi,Va,...,Vs} une base de R™. Pour tout X € R, il
existe un unique m-uplet de scalaires (A1, A2, ..., Am) tel que

X=MVi+ XoVo+ -+ ApVp.

Définition

| 5\

Le m-uplet (X)g = (A1, A2, ..., Am) s'appelle les composantes de X
dans la base B. On les range naturellement en colonne et I'on note

A1
A2

Am

v

Remarques. Attention : en général (X)p # X, sauf si B est la base
canonique. Les composantes de X dans la base BB nous donnent une
nouvelle représentation du vecteur X.



Théoreme

Les composantes dans la base B ont des propriétés de linéarité

X+Y)s=Xs+ ), (M) =AX)s

Remarques. Comment calcule-t-on les composantes d'un vecteur
X dans une base B7? C'est simple! On commence par écrire la
définition

MV 4+ Xovo + -+ AV = X,

puis on reconnait au premier membre un produit matrice-vecteur
Pi(X)p = X

ou Pg = (V4 Vo ... Vp) s'appelle la matrice de passage. Pour
calculer (X)p, il suffit de résoudre ce systéme linéaire m x m dont
le second membre est X.



Chapitre 3 : Sous—espaces vectoriels de R




Chapitre 3 : Sous—espaces vectoriels de R”

Définition
Soit F un sous—ensemble de R™. On dit que F est un
sous—espace vectoriel (s.e.v.) de R™ sj et seulement si
i) Orm € F.
ii) pour tous u et v dans F, u+v € F, (F est stable par
addition).
iii) pour tout u dans F et tout A dans R, A\u € F, (F est stable
pour la multiplication par un scalaire).







Remarques.

1) Un s.e.v. n'est jamais vide puisqu'il contient toujours au moins
le vecteur nul Ogm.

2) L'addition et la multiplication par un scalaire définissent donc
des opérations sur tout s.e.v. F. De plus, si u € F, alors
—u = (—1)u € F par iii).

3) Un s.e.v. F muni des deux opérations satisfait donc les huit

propriétés algébriques. C'est donc également un espace vectoriel
sur R.



Remarques.

1) Un s.e.v. n'est jamais vide puisqu'il contient toujours au moins
le vecteur nul Ogm.

2) L'addition et la multiplication par un scalaire définissent donc
des opérations sur tout s.e.v. F. De plus, si u € F, alors
—u = (—1)u € F par iii).

3) Un s.e.v. F muni des deux opérations satisfait donc les huit

propriétés algébriques. C'est donc également un espace vectoriel
sur R.

Exemples.
1) Pour tout m, {0} et R™ sont des sev de R™.

2) L'ensemble

F:{xeR2; X2:0}:{()61 ); X1€R}






Proposition

Soit {vi,- -+, vn} une famille de vecteurs de R™. Alors,
F = vect{vy,--- ,v,} est un s.e.v. de R™.




Proposition

Soit {vi,- -+, vn} une famille de vecteurs de R™. Alors,
F = vect{vy,--- ,v,} est un s.e.v. de R™.




Soit {vi,- -+, vn} une famille de vecteurs de R™. Alors,
F = vect{vy,--- ,v,} est un s.e.v. de R™.

Proposition
Soient F; et F> deux s.e.v de R™. Alors, F1 N F5 est un s.e.v. de
R™.

| A\
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Soit {vi,- -+, vn} une famille de vecteurs de R™. Alors,
F = vect{vy,--- ,v,} est un s.e.v. de R™.

Proposition

| A\

Soient F; et F> deux s.e.v de R™. Alors, F1 N F5 est un s.e.v. de
R™.

Remarque. En général, F; U F, n'est pas un s.e.v. de R™.
L'opération ensembliste qui remplace la réunion pour les s.e.v est
un peu plus sophistiquée !
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Définition

Soit F1,. .., Fx une famille de s.e.v. de R™. L’'ensemble

F:{XGR"’; Ix; € Fi,i=1,... k, tels que x:x1+---+xk},

c'est-a-dire I'ensemble des vecteurs de R™ qui peuvent s'écrire
comme une somme de k vecteurs, chacun d’entre eux appartenant
a un F;, est un s.e.v. de R™ appelé somme des (F;)j=1,. « et noté

i=k
F=F+-+F=)Y_F.
i=1




Définition

Soit F1,. .., Fx une famille de s.e.v. de R™. L’'ensemble
F= {XER"’; Ix; € Fi,i=1,... k, tels que x:x1+---+xk},
c'est-a-dire I'ensemble des vecteurs de R™ qui peuvent s'écrire

comme une somme de k vecteurs, chacun d’entre eux appartenant
a un F;, est un s.e.v. de R™ appelé somme des (F;)j=1,. « et noté

i=k
F=F+-+F=)Y_F.
i=1

Remarque. On peut montrer que Z:j{ F; est le plus petit s.e.v.
de R™ qui contient U}j’l‘F,-.



Définition

Soit F = S I=K F;. Si pour tout x dans F la décomposition en
somme d’éléments de F; est unique, alors on dit que la somme
directe et I'on note dans ce cas

F:FlEBFQ@-'-EBFk.




Définition

Soit F = S I=K F;. Si pour tout x dans F la décomposition en
somme d’éléments de F; est unique, alors on dit que la somme
directe et I'on note dans ce cas

F:FlEBFQ@-'-EBFk.

| A\

Proposition

L'espace F = ZEI{ Fi est une somme directe si, et seulement si on
a I'équivalence

xi€F, x1+x+ - +x=0<=Vi=1,.... k, x;=0.

A
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Deux sev en somme directe

Proposition

Soient F1 et F> deux sevde R™. Ona F = FL & F> si, et
seulement si F = F1 + F» et F1 N Fp = {0}.
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Proposition

Soient F; et F> deux sevde R™. Ona F = F1 & F5 si, et
seulement si F = F1 + F, et F1 N Fp = {0}.

Remarque. Attention, cette proposition est fausse a partir de trois
sev. On peut avoir F1 N F, N F3 = {0} sans que la somme
F1 + F> + F3 ne soit directe.



Deux sev en somme directe

Proposition

Soient F; et F> deux sevde R™. Ona F = F1 & F5 si, et
seulement si F = F1 + F, et F1 N Fp = {0}.

Remarque. Attention, cette proposition est fausse a partir de trois
sev. On peut avoir F1 N F, N F3 = {0} sans que la somme
F1 + F> + F3 ne soit directe.

Définition

Si F = F1 & F,, on dit que F; et F, sont des sev supplémentaires.




Bases, composantes, dimensions

La notion de base s'étend aux sev de R™.
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c'est-a-dire que F = vect{vy, ..., vk}.
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Soit F un s.e.v. de R™ engendré par une famille finie de vecteurs
V. Alors il existe un sous—ensemble de V qui est une base de F.




Bases, composantes, dimensions

La notion de base s'étend aux sev de R™.

Définition

Soit F un s.e.v. de R™. Une famille de vecteurs {vi,..., v} de F
est une base de F si elle est a la fois libre et génératrice de F,
c'est-a-dire que F = vect{vy, ..., vk}.

Théoréme (de la base extraite)

Soit F un s.e.v. de R™ engendré par une famille finie de vecteurs
V. Alors il existe un sous—ensemble de V qui est une base de F.

Preuve.
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Soit F un s.e.v. de R™ etV une famille libre de vecteurs de F.
Alors il existe une base B de F qui contient V.
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Soit F un s.e.v. de R™ etV une famille libre de vecteurs de F.
Alors il existe une base B de F qui contient V.

Preuve. Posons V = {uy,--- ,ux}, k < m.

i) Si V est une famille génératrice de F alors V est la base
cherchée.

ii) Sinon, on ajoute a cette famille un vecteur v qui n'est pas
combinaison linéaire des u;.

iii) On réitere jusqu'a obtenir une base de F.



Théoreme (de la base incompléte)

Soit F un s.e.v. de R™ etV une famille libre de vecteurs de F.
Alors il existe une base B de F qui contient V.

Preuve. Posons V = {uy,--- ,ux}, k < m.

i) Si V est une famille génératrice de F alors V est la base
cherchée.

ii) Sinon, on ajoute a cette famille un vecteur v qui n'est pas
combinaison linéaire des u;.

iii) On réitere jusqu'a obtenir une base de F.

Corollaire
Tout s.e.v admet une base.

Preuve. () est une famille libre de F, donc par le théoreme de la
base incompléte il existe une base de F.







Théoreme (et définition)

Soit F un s.e.v. de R™ et soit B = {v1,va,..., vk} une base de F.
Pour tout x € F, il existe un unique k—uplet de scalaires
()\1, Ao, )\k) tel que

X =A1v1 + Aovo + - - + AgVk.

Le k—uplet (x)p = (A1, A2, ..., Ax) s'appelle les composantes de
X dans B, notées

(X)B = . e R¥.

De plus, on a les propriétés de linéarité, pour tous x,y dans F et
tout \ dans R,

(x+y)s =)+ ()8, (Ax)5 = AX)s.







Remarque. Le théoreme précédent permet de ramener |'étude
d'un sev de R™ 3 celle de I'espace R¥ pour k < m. Il n'y a plus
aucune raison de confondre x € R™ et (x)z € R¥ puisque ces deux
vecteurs n'habitent pas dans le méme espace!



Remarque. Le théoreme précédent permet de ramener |'étude
d'un sev de R™ 3 celle de I'espace R¥ pour k < m. Il n'y a plus
aucune raison de confondre x € R™ et (x)z € R¥ puisque ces deux

vecteurs n'habitent pas dans le méme espace!

Corollaire
Soit F un sev de R™ et B une base de F de cardinal k. Alors on a
i) (Axe+ -+ Axp)g = A(x)B+ -+ N(xi)B
ii) Une famille {x1,...,x} de F est libre si, et seulement si la
famille {(x1)s, - -, (x))5} est libre dans R.

i) Les familles {xy,...,x/} de F et {(x1)s,...,(x)5} de R ont

exactement les mémes relations de dépendance linéaire.
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dimF = cardB, pour toute base B de F.
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Théoreme (de la dimension)
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Ce qui conduit a la définition suivante.

Définition
La dimension d’un s.e.v. F de R™ est le nombre d'éléments de
chacune de ses bases.

dimF = cardB, pour toute base B de F.







Théoreme

Soit F un s.e.v de dimension k alors
@ toute famille libre de F a au plus k éléments,
@ une famille libre de F de k éléments est une base de F,

@ toute famille génératrice de F a au moins k éléments,

o une famille génératrice de F de k éléments est une base de F.

<




Théoreme

Soit F un s.e.v de dimension k alors
@ toute famille libre de F a au plus k éléments,
@ une famille libre de F de k éléments est une base de F,

@ toute famille génératrice de F a au moins k éléments,

o une famille génératrice de F de k éléments est une base de F.

<

Remarque. Ainsi, quand on connait la dimension d'un s.e.v. et
seulement dans ce cas , pour montrer qu'une famille donnée est
une base, il suffit de s'assurer que son nombre d'éléments est égal
a la dimension, puis vérifier soit que la famille est libre, soit qu’elle
est génératrice.







Théoreme

Soient Fy et F, deux s.e.v. de R™ tels que F; C F,. Alors
dim F; < dim F, < m.

De plus, dim F; = dim F; si et seulement si F1 = F».




Théoreme

Soient Fy et F, deux s.e.v. de R™ tels que F; C F,. Alors
dim F; < dim F, < m.

De plus, dim F; = dim F; si et seulement si F1 = F».

Preuve.









Théoreme

Soit B une base de R™ et soient By et By des parties de R™ telles
que B=B1UDBy et By N By =10. Alors,

R™ = vectB; @ vectB3,.

Réciproquement, si R™ = F; & F, et B; une base de F;,i = 1,2
alors B = By U By est une base de R™.
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que B=B1UDBy et By N By =10. Alors,

R™ = vectB; @ vectB3,.
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alors B = By U By est une base de R™.
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Définition

SiR™=F & F, alors

m = dim F; + dim F».

De facon plus générale on a

Proposition

dim(Fl + Fz) =dim F +dim F, — dim(Fl N Fz).

Remarque. Tout ce que I'on a raconté dans ces deux derniers
chapitres reste vrai si I'on remplace R par C. On a alors affaire a
des espaces vectoriels complexes, des sev de C™, etc.






En général un s.e.v. admet une infinité de bases. Comment sont
reliées les composantes d'un vecteur dans une base aux
composantes de ce méme vecteur dans une autre base?

Soit F un s.e.v. de R™ de dimension k et soient

B={u,up, - ,ux} et B ={vi, v, -+, v} deux bases de F.



En général un s.e.v. admet une infinité de bases. Comment sont
reliées les composantes d'un vecteur dans une base aux
composantes de ce méme vecteur dans une autre base?

Soit F un s.e.v. de R™ de dimension k et soient

B={u,up, - ,ux} et B ={vi, v, -+, v} deux bases de F.

Définition

On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice

Pp_p = ((vi)8(v2)5 - (vk)B)-

C'est une matrice k x k.




En général un s.e.v. admet une infinité de bases. Comment sont
reliées les composantes d'un vecteur dans une base aux
composantes de ce méme vecteur dans une autre base?

Soit F un s.e.v. de R™ de dimension k et soient

B={u,up, - ,ux} et B ={vi, v, -+, v} deux bases de F.

Définition

On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice

Pp_p = ((vi)8(v2)5 - (vk)B)-

C'est une matrice k x k.

| \

Théoreme
Pour tout x € F, on a

(x)p = Pp—p/(x)5-

\
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Dans tout ce qui suit E; désigne un sev de R™i de dimension n;.



Chapitre 4 : Applications linéaires

Dans tout ce qui suit E; désigne un sev de R™i de dimension n;.

Définition
On dit qu’une application f : E; — E, est une application
linéaire si et seulement si

i) Pour tous x,y dans E1, f(x +y) = f(x) + f(y).
ii) Pour tout x dans Ej et tout \ dans R, f(Ax) = Af(x).
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Définition
L’ensemble de toutes les applications linéaires de E; dans E est
noté L(E1, Ey). Si E1 = E» = E, on le note plus simplement L(E).




Chapitre 4 : Applications linéaires

Dans tout ce qui suit E; désigne un sev de R™i de dimension n;.

Définition
On dit qu’une application f : E; — E, est une application
linéaire si et seulement si

i) Pour tous x,y dans E1, f(x +y) = f(x) + f(y).
ii) Pour tout x dans E; et tout A dans R, f(Ax) = \f(x).

Définition
L’ensemble de toutes les applications linéaires de E; dans E est
noté L(E1, Ey). Si E1 = E» = E, on le note plus simplement L(E).

Remarque. Toute application linéaire satisfait 7(0) = 0.



Exemples.

o L'application nulle £ — Ep, x — 0.
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o L'application nulle £ — Ep, x — 0.

@ Si dimE; = k et B est une base de Eq, alors I'application
E — Rk, x — (x)p est linéaire.



Exemples.
o L'application nulle £ — Ep, x — 0.
@ Si dimE; = k et B est une base de Eq, alors I'application
E — Rk, x — (x)p est linéaire.
@ Si A est une matrice m x n, alors I'application R” — R™,
x — Ax est linéaire.



Exemples.
o L'application nulle £ — Ep, x — 0.
@ Si dimE; = k et B est une base de Eq, alors I'application
E — Rk, x — (x)p est linéaire.
@ Si A est une matrice m x n, alors I'application R” — R™,
x — Ax est linéaire.

Définition

Si f est une application linéaire bijective de E1 dans E», on dit que
c'est un isomorphisme entre E; et Ep.




Exemples.
o L'application nulle £ — Ep, x — 0.
@ Si dimE; = k et B est une base de Eq, alors I'application
E — Rk, x — (x)p est linéaire.
@ Si A est une matrice m x n, alors I'application R” — R™,
x — Ax est linéaire.

Définition

Si f est une application linéaire bijective de E1 dans E», on dit que
c'est un isomorphisme entre E; et Ep.

Proposition

Si f est un isomorphisme entre E; et Ep, alors I'application
réciproque f 1 est également linéaire de E, dans Ey, et c’est donc
aussi un isomorphisme.




Image, noyau, rang

Soit f une application linéaire de E; dans Ep.



Image, noyau, rang

Soit f une application linéaire de E; dans Ep.

On appelle noyau de f I'ensemble

Ker f = {x € Ey; f(x) = 0} = f1({0}).
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Image, noyau, rang

Soit f une application linéaire de E; dans Ep.
Définition

On appelle noyau de f I'ensemble

Ker f = {x € Ey; f(x) = 0} = f1({0}).

On appelle image de f I'ensemble

Imf={yeb;3ixekby=">Ff(x)}="rf(E).
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Proposition

Soit f € L(E1, E). On a

@ Le noyau de f est un sev de E;.




Proposition

Soit f € L(E1, E). On a

@ Le noyau de f est un sev de E;.

@ L’image de f est un sev de Ej.

Démonstration.






Théoreme
Soit f € L(E1, Ep).

e L'application f est injective si et seulement si Ker f = {0}.




Théoreme

Soit f € L(E1, E).
e L'application f est injective si et seulement si Ker f = {0}.

e L’application f est surjective si et seulement si Im f = E;.

Démonstration.
Exemples.






Soit f € L(E1, E2). On définit son rang par

rg f = dimIm f.

| A

Proposition

Si(vi,va...,Vm,) est une base de E;, alors

Im f = Vect{f(v1),f(v2),...,f(Vm,)} et rgf <dimE = m.

v

Proposition
e rgf < min(dim £;, dim Ey).
e L’application f est surjective si et seulement si rg f = dim Ej.

@ L’application f est injective si et seulement si rg f = dim E;.

v
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Corollaire

Deux sev E; et Ep sont isomorphes si, et seulement si
dim E1 = dim Eg.




Corollaire

Deux sev E; et Ep sont isomorphes si, et seulement si
dim E1 = dim Eg.

Remarque. Il s'agit d'une nouvelle méthode pour calculer la
dimension d'un sev : il suffit de montrer qu’il est isomorphe a autre
sev de dimension déja connue.

Corollaire

Si f est isomorphisme de Ey dans Ey alors I'image de toute base
(resp. famille libre, famille génératrice) de E; est une base (resp.
famille libre, famille génératrice) de Ej.




Corollaire

Deux sev E; et Ey sont isomorphes si, et seulement si
dim El = dim Eg.

Remarque. Il s'agit d'une nouvelle méthode pour calculer la
dimension d'un sev : il suffit de montrer qu’il est isomorphe a autre
sev de dimension déja connue.

Corollaire

Si f est isomorphisme de Ey dans Ey alors I'image de toute base
(resp. famille libre, famille génératrice) de E; est une base (resp.
famille libre, famille génératrice) de Ej.

Remarque. Il s'agit d'une nouvelle méthode pour construire une
base d'un sev : il suffit de prendre I'image directe ou réciproque par
un isomorphisme d'une base déja connue d'un autre sev.



Matrice d'une application linéaire dans des bases

Soient deux sev E; et E; avec dim E; = n et dim E; = m. Le
théoreéme suivant relie les notions de matrice et d'application
linéaire.

Théoreme

Soit B1 une base de E; et B> une base de E,. Pour toute
application linéaire de E1 dans E, il existe une unique matrice A
de taille m x n telle que

(f(x))s, = AlX)s:-

La matrice A est la matrice de f dans les bases By et B>.

Démonstrations.
Exemples.
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Proposition
Soient Eq et E; deux sev, By une base de E; et By une base de E,
f € L(E1, Ep) et A sa matrice dans ces bases. Alors
o L’application f est injective si et seulement si les colonnes de
A sont linéairement indépendants si, et seulement si A a une
position de pivot par colonne.
e L’application f est surjective si et seulement si les colonnes de
A engendrent R™ si, et seulement si A a une position de pivot

par ligne.

v




Soient E; et E; deux sev, 1 une base de Ey et B> une base de E;,
f € L(E1, E) et A sa matrice dans ces bases.

Proposition

Soit k est le nombre de variables libres associées a la matrice A.
On a
dim Ker f = k.

Proposition

@ Les images par f des vecteurs de By correspondants aux
colonnes de pivots de A forment une base de Im f.

@ Soit | le nombre de variables liées (essentielles) associées a la
matrice A. On a

rgf = 1.

Exemples.



Théoreme du rang

Théoreme

Sif € L(E1, E), alors

dim ker f +rgf = dim E;.

Démonstration. Compter les variables libres et essentielles !
Remarque. Dans le théoreme du rang, il faut bien se rappeler que
c'est la dimension de I'espace de départ qui compte. Celle de
I'espace d'arrivée Ep n'a aucune importance.
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Chapitre 5 : Algebre matricielle

Notations. On note Mmn(R) I'ensemble des matrices m x n a coefficients dans R.
Lorsque m = n, on parle de matrices carrées et note simplement M p,(R).
@ Dans une matrice carrée A = (aj;;) de taille m x m les coefficients aj; pour
i=1,...,m forment ce que I'on appelle la diagonale de la matrice.
@ Une matrice carrée A telle que a;j = 0 pour i # j c'est—a—dire hors de la
diagonale, est appelée matrice diagonale.

@ Une matrice carrée A telle que a;; = 0 dés que i > j, c'est—a—dire en—dessous de
la diagonale, est appelée matrice triangulaire supérieure.
Les matrices échelonnées sont triangulaires supérieures.

@ Une matrice carrée A telle que a;j = 0 dés que i < j, c'est—a—dire au—dessus de
la diagonale, est appelée matrice triangulaire inférieure.
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On définit sur Mmn(R)
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Opérations linéaires sur les matrices

On définit sur Mmn(R)
@ une loi de composition interne appelée addition :

Pour tous A = (aj;), B = (bjj) dans Mmn(R), la matrice A+ B est la matrice de
Mmn(R) dont les coefficients sont donnés par

(A+B)j=aj+bj, pour i=1,....m, et j=1,...,n
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Opérations linéaires sur les matrices

On définit sur Mmn(R)
@ une loi de composition interne appelée addition :

Pour tous A = (aj;), B = (bjj) dans Mmn(R), la matrice A+ B est la matrice de
Mmn(R) dont les coefficients sont donnés par

(A+B)j=aj+bj, pour i=1,....m, et j=1,...,n

@ une loi de composition externe appelée multiplication par un scalaire :
Pour tout A = (aj;) dans Mmn(R), et X dans R la matrice AA est la matrice de
Mmn(R) dont les coefficients sont donnés par

(M)j = Xajj, pour i=1,...,m, et j=1,...,n.

Exemples.
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Proposition
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ou les matrices Ej; sont définies par

1 si i=k et j=I
(Ew)i 7{ 0 sinon

forme une base de Mmn(R), appelée base canonique de Mmn(R).



Proposition

L’ensemble Mmn(R) muni de ces deux opérations est un espace vectoriel sur R.

Remarques.

@ L’'élément neutre pour I'addition est la matrice m X n nulle, notée 0, dont tous
les coefficients sont nuls.

@ La dimension de I'espace vectoriel M mn(R) est égale 8 mn. En effet, la famille a
mn matrices (vecteurs) particulieres

{Ek/EMm,,(]R),k:1,...,m;l:1,...,n}

ou les matrices Ej; sont définies par

1 si i=k et j=I
(Ew)i 7{ 0 sinon

forme une base de Mmn(R), appelée base canonique de Mmn(R).
En particulier,
dim Mp(R) = n?.
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Si A € Mmn(R), on définit sa matrice transposée AT € Mum(R) par (AT); = aji
pouri=1,....netj=1,...,m.
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Définition

Si A € Mmn(R), on définit sa matrice transposée AT € Mum(R) par (AT); = aji
pouri=1,....netj=1,...,m.

Exemple. La transposition opére une symétrie par rapport a la diagonale. Ainsi,

(10 1 0 T
_(0203):A_

oL OR
wonNOo

Elle échange le rdle des lignes et des colonnes.

Proposition

L’application de transposition A — AT est un isomorphisme de M y,n(R) dans
Mum(R), et I'on a (AT)T = A pour tout A.




Produit matriciel

On peut multiplier certaines matrices entre elles!

Définition

Soit A € Mmn(R) et B € Myp(R). Notons by, b, ..., b, € R" les p colonnes de B.
On définit le produit AB comme étant la matrice m X p dont les colonnes sont
données par

AB = (Aby Ab, ... Abp).

Remarques et Exemples.






Proposition

Soit A € Mmn(R) et B € Mp(R). Alors, pour tout x € RP, on a

(AB)x = A(Bx).

Démonstration.
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Théoréme

On a (en supposant les produits matriciels définis)
i) (A+A)B=AB+ AB et A(B+ B') = AB + AB'.
i) M(AB) = (A\A)B = A(AB).

iii) (AB)C = A(BC) (associativité).

Les matrices identités sont des éléments neutres a gauche et a droite pour le produit
matriciel.



Le produit matriciel posséde les propriétés algébriques suivantes.

Théoréme

On a (en supposant les produits matriciels définis)
i) (A+A)B=AB+ A'Bet AB+ B')=AB+ AB'.
i) M(AB) = (A\A)B = A(AB).

iii) (AB)C = A(BC) (associativité).

Les matrices identités sont des éléments neutres a gauche et a droite pour le produit
matriciel.

Proposition

Pour tout A € Mmn(R), on a InA = Al, = A.







Soit A = (ajj) € Mmn(R) et B = (bj) € Mnp(R). Alors on a

n
(AB)ik = aj1bik + aizbak + ainbpk = Z ajjbj,
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pouri=1,.... metk=1,...,p.
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Proposition
Soit A = (ajj) € Mmn(R) et B = (bj) € Mnp(R). Alors on a

n
(AB)ik = aj1bik + aizbak + ainbpk = Z ajjbj,
=

pouri=1,.... metk=1,...,p.

Remarques.
@ Le produit matriciel N’EST PAS commutatif :
o le produit AB peut étre défini mais pas le produit BA,
o les produits AB et BA peuvent étre définis mais de tailles
différentes.
o les produits AB et BA peuvent étre définis et de méme taille,
en général AB#BA.

@ La multiplication des matrices n'étant pas commutative

(A+B)? = A2+ AB+ BA+ B? # A2+ 2AB + B?, en général.

Proposition

Si le produit AB est défini, alors le produit BT AT est aussi défini et I'on a
(AB)T =BTAT.




Regle pratique du calcul du produit matriciel

—
X X X X
N~
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Regle pratique du calcul du produit matriciel
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Regle pratique du calcul du produit matriciel

— B

X X X X
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>
1
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Remarque. Deux erreurs grossiéres a éviter.

@ Si AB = AC, on ne peut pas simplifier par A pour en déduire que B = C. C'est
faux en général.



Regle pratique du calcul du produit matriciel

— B

X X X X

AB

>
1
7

Remarque. Deux erreurs grossiéres a éviter.
@ Si AB = AC, on ne peut pas simplifier par A pour en déduire que B = C. C'est
faux en général.
@ Si AB =0, on ne peut pas en déduire que soit A = 0 soit B = 0. C'est faux en
général.

0 0 1 0 0 0
= = |
A= (2 0 )a (L 9)ans=(3 0



Cas ou m = n, matrices inversibles



Cas ou m = n, matrices inversibles

Définition

Pour tout A € M,(R), on définit les puissances successives de A par
@ AV =,
@ APtL = APA = AAP pour tout p € N.

Exemple.






Définition

Une matrice A € M,(R) est dite inversible si et seulement si il existe une matrice
A" € My(R) telle que
AA = AA = I,

Naturellement, on note A’ = A—1L.

Exemple.






Théoreme

Soient A et B deux matrices inversibles de M,(R). Alors

(AB)"t=Bta"l.




Théoreme

Soient A et B deux matrices inversibles de M,(R). Alors

(AB)"t=Bta"l.

Proposition

A € M,(R) est inversible si et seulement si rg (A) = n, si et seulement si
ker(A) = {0}.




Lien avec les systemes linéaires



Lien avec les systemes linéaires

Théoréme

Soit A € My(R) et soit b € R". Le systéme linéaire Ax = b admet une solution et une
seule si et seulement si A est inversible. Dans ce cas on a

x=A"1b.

Démonstation.
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Lien avec les applications linéaires

Dans tout ce qui suit E; est un s.e.v. de R".
On vérifie facilement que |'ensemble des applications linéaires de E; dans E peut-étre
muni

@ d’une addition

vf,g € L(E1, B2),  (F+g)(x) = f(x) +&(x)

@ et d'une multiplication par un scalaire
Vf € L(E1, E), VA ER, (Af)(x) = Af(x)

qui en font un espace vectoriel sur R
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Soient Ej, E; et E3 des s.e.v. de R" muni des bases B1, B>, B3, respectivement .

Théoréme

Soient f et g deux applications linéaires de E; dans E; et X\ € R.
Soit A la matrice de f dans les bases 31 et B3, et soit B la matrice de g dans les bases
B1 et By. Alors
@ /a matrice de f + g dans ces mémes bases est A+ B,
@ /a matrice de Af est \A.
Soit f une application linéaire de E; dans E, de matrice A dans les bases BB1 et B3;.

Soit g une application linéaire de Ep dans E3z de matrice B dans les bases BB, et Bs.
Alors la matrice de g o f dans les bases B1 et B3 est BA.

V.

Remarque. La multiplication des matrices n'est que la traduction dans des bases de la
composition des applications linéaires.
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Lien avec les applications linéaires

Soient Ej, E; et E3 des s.e.v. de R" muni des bases B1, B>, B3, respectivement .

Théoréme

Soient f et g deux applications linéaires de E; dans E; et X\ € R.
Soit A la matrice de f dans les bases 31 et B3, et soit B la matrice de g dans les bases
B1 et By. Alors

@ /a matrice de f + g dans ces mémes bases est A+ B,

@ /a matrice de Af est \A.

Soit f une application linéaire de E; dans E, de matrice A dans les bases BB1 et B3;.
Soit g une application linéaire de Ep dans E3z de matrice B dans les bases BB, et Bs.
Alors la matrice de g o f dans les bases B1 et B3 est BA.

V.

Remarque. La multiplication des matrices n'est que la traduction dans des bases de la
composition des applications linéaires.

Proposition

f est une application linéaire inversible de Ey dans Ej si et seulement si sa matrice A
dans la base By est inversible. Dans ce cas, la matrice de f= dans la base B; est A~ L.
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Changement de bases

On a déja vu le changement de bases pour les composantes dans un méme sev de
dimension n

(x)B = Pe—p/(x)s-

Proposition

On a Pg_,ps est inversible et (Pg_,g/) "' =Pg/_, 5.
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dans plusieurs choix de bases.
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dans plusieurs choix de bases.

Théoréme
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Changement de bases

Considérons maintenant le méme probléme pour une application linéaire et sa matrice
dans plusieurs choix de bases.

Théoréme

Soit E; un s.e.v. muni de deux bases By et Bi et soit Ep un s.e.v. muni de deux bases
B> et Bé. Soit f une application linéaire de E; dans E; et soient A sa matrice dans les
bases By et By et A’ sa matrice dans les bases et Bj et B} . Alors on a la formule de
changement de bases

[
A= Py 5, APp, gy

Corollaire

| A\

Dans le cas particulier ot Ey = E»,B1 = By et B! = é alors si I'on pose
’PBI_, B = P la formule de changement de base est

A =P LAP.

\

00/



Inversion d'une matrice par I'algorithme de Gauss—Jordan

Soit A = (ajj)1<i,j<n une matrice carrée de Mp(R). On cherche a déterminer
A=Y = (bj)1<i j<n telle que AA~1 = I,. Ceci revient a résoudre n systémes linéaires

de la forme Ab; = e;,j = 1,...,n. Ce qui revient a considérer n matrices augmentées
de la forme

ai aj ain O

aj1 ajj ajp, 1

anl ... @y ... am 0



Les n premieres colonnes de ces matrices augmentées étant les mémes on peut
considérer uniquement la matrice augmentée suivante

all aij aln 1 0 0
ajp ... @ ... ap |0 ... 1 ... 0
anl .- anj .- am |0 ... 0 ... 1



Principe de la méthode : effectuer des opérations élémentaires sur cette matrice
augmentée jusqu'a faire apparaitre la matrice identité dans le bloc de gauche,
c'est—a—dire

1 ... 0 ... Ofb;x ... blj ... b1
o ... 1 ... O|bg ... bj ... bj
0 ... 0 ... 1|bm ... by ... bnm

Ainsi, le bloc de droite est la matrice inverse A=,
S'il est impossible d'obtenir la matrice identité dans le bloc de gauche cela signifie que
A n'est pas inversible et on dira alors que la matrice A est singuliere.



Chapitre 6 : Déterminants

Ce chapitre ne concerne que les matrices carrées. On travaillera systématiquement
dans M,(R).



Chapitre 6 : Déterminants

Ce chapitre ne concerne que les matrices carrées. On travaillera systématiquement
dans M,(R).

Définition et premiére propriétés. Le déterminant est un e application de M,(R)
dans R qui a de nombreuses propriétés importantes, mais dont |'existence est délicate.
Nous allons admettre le théoréme suivant.

Théoreme

Il existe une unique application de Mp(R) dans R, appelée déterminant, telle que
i) Le déterminant est linéaire par rapport a chaque vecteur-colonne, les autres étant
fixés.
ii) Si une matrice A a deux vecteurs colonnes égaux, alors son déterminant est nul.

iii) Le déterminant de la matrice identité I, vaut 1.







Notations. On a plusieurs notations pour les déterminants :

arl a2 cee aln

ani an2 s azn
det A =

anl an2 e ann

On utilisera aussi la notation associée aux lignes de vecteurs a; € R
detA:| ai a ... an

Une application de de M,(R) dans R qui satisfait :
@ Ia propriété i) est appelée forme multilinéaire.
@ Si elle satisfait ii), on dit qu’elle est alternée.

© Le déterminant est la seule forme multilinéaire alternée qui vaut 1 sur la matrice
identité.



Quelques propriétés




Quelques propriétés

Proposition

Soit A une matrice n x n et A’ la matrice obtenue en échangeant deux colonnes
distinctes de A. Alors on a det A’ = —det A.

Proposition

Soit A une matrice n X n et A’ la matrice obtenue en ajoutant 3 une colonne de A une
combinaison linéaire des autres colonnes de A. Alors on a det A’ = det A.

Preuve. Soit A= (a1...aj...an) et soient des scalaires A\j, j =1,...,n, j#i. On
pose

Jj=n
A = (al.A.a,-—&- Z )\jaj...a,,).
J=1j#i
Par linéarité par rapport a la colonne i, on en déduit
Jj=n
det A’ = det A+ Z Ajdet(ay...aj...an).
J=1#i



Quelques propriétés




Quelques propriétés

Corollaire

Si une colonne de A est combinaison linéaire des autres colonnes alors det A = 0.




Déterminants et matrices inversibles

Un des usages des déterminants est de caractériser les matrices inversibles.



Déterminants et matrices inversibles

Un des usages des déterminants est de caractériser les matrices inversibles.

Proposition

Si A est une matrice triangulaire supérieure ou inférieure, alors on

I=n
det A = a11a2 ...am = H aji
i=1

Théoréeme

Une matrice A est inversible si et seulement si det A # 0
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Quelques propriétés

Corollaire

Le déterminant est unique.

Théoreme

det(AB) = det Adet B.




Quelques propriétés
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Quelques propriétés

Corollaire

Si A est inversible alors

det(A™1) = A

Corollaire

Qo
S
[

1
det(A") = A

Remarque. Tout ce que I'on a dit des déterminants a propos des colonnes est donc
vrai pour les lignes!

Corollaire

Deux matrices semblables ont méme déterminant.

100/



Avertissements. Le déterminant n’est pas linéaire!
@ D'une part,

det(A + B) # det A + det B.

(s 7) (& 5)

det(A + B) = 0, tandis que det(A) + det(B) = 2.
@ D’autre part,

En effet, pour

det(AA) # Adet A,
En effet, det(AA) = det((Aln)A) = det(Al,) det(A) = A" det A.
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Avertissements. Le déterminant n’est pas linéaire!
@ D'une part,

det(A + B) # det A + det B.

(s 7) (& 5)

det(A + B) = 0, tandis que det(A) + det(B) = 2.
@ D’autre part,

En effet, pour

det(AA) # Adet A,
En effet, det(AA) = det((Aln)A) = det(Al,) det(A) = A" det A.
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Cofacteurs, développements du déterminant

Définition
Soit A une matrice n x n et Aj; la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue en effacant la

ligne i et la colonne j de A. On appelle mineur de A relatif a aj; le déterminant
Ajj = det Aj;. On appelle cofacteur de A relatif & aj; le nombre

Cj = (-1)"HA;.

Théoréme

(Développement par rapport a la premiére ligne) On a la formule suivante :

det A) Z( 1) ﬂalelJ = Zalelj
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Cofacteurs, développements du déterminant

(Développement par rapport a la iéme ligne ou jéme colonne) On a les formules

suivantes :
Jj=n Jj=n
Vi, det(A) = Z(fl)'ﬂaijAfj = ZaUC,-j.
j=1 J=1

vy, det(A) = Z(—l)iJrja,'jA,'j = Z a,-jC,-j.
i=1 i=1
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Cofacteurs, développements du déterminant
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Cofacteurs, développements du déterminant

Définition

On introduit la matrice des cofacteurs de A, cof A = (cj;) avec c; = (—1)"* det Aj;.

Il s'agit d'une matrice n X n. Noter la disposition en échiquier des signes (—1)f+j,
commengant par un + au coin supérieur gauche :

+ - 4+ . (D4
+ = 4 . (-1
+ + (—1)3*n
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Cofacteurs, développements du déterminant

Théoréme

On a pour toute matrice A :
A(cof A)t = (cof A)'A = (det A)ly.

En particulier, si A est inversible, alors

Al !

- £ A)E
et AlcofA)

Remarque. Sauf pour n = 2, ou pour des matrices trés particuliéres, ce n'est pas la
bonne facon de calculer explicitement I'inverse d'une matrice.
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Cofacteurs, développements du déterminant

Théoréme

(Formule de Cramer) Soit A une matrice inversible. L'unique solution du systéme
linéaire Ax = b est donnée par

_ det(Ai(b))
T detA

i

ol Ai(b) = (a1 a2 ... b ... ap) est la matrice A dans laquelle on a remplacé la
colonne a; par b.

Remarque. Sauf pour n = 2, a |'extréme rigueur n = 3, ou pour des matrices trés
particuliére, ce n'est pas la bonne fagon de résoudre un systeme linéaire. On a intérét
a utiliser la méthode de Gauss dés que n > 3
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