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Dans cette fiche, on notera, pour p € [1,+00], LP l'espace LP(R™) et ||.||, la norme associée.

Sauf mention du contraire, tous les exposants p, ¢ et r seront dans [1, +00].

1

Inégalité de Holder
Ly L =1

On dit que deux exposants p et p’ sont conjugués si sty =

Pinégalité de Holder : si f € LP(Q) et g € LP (Q) alors fg € LY(Q) et || fgllr < [Ifllpllglly-

On souhaite montrer

a) i) FEtablir le résultat si p =1 ou p = 0.

ii) On suppose dorénavant que p €]1, +oo[. En utilisant la concavité de la fonction In,
b’

montrer I'inégalité de Young : si a et b sont deux nombres positifs on a ab < % +5

7.

iii) En déduire l'inégalité de Hélder dans le cas ou || f|, = ||g]l,y = 1.
iv) Traiter le cas général.

b)  Que retrouve-t-on si p = 27

c) Montrer que I'inégalité de Holder est optimale au sens ou, si p € [1,+o0], alors Vf €
LP(€2) on peut trouver une fonction g € LP () pour laquelle on a || fg|l1 = || fllp/lgllp -
Que peut-on dire si p = +00?

d) Etablir 'inégalité de Holder généralisée suivante. Si f; € LP*(Q), ..., fi € LP*(Q) avec
b =Lalors fi. fy € LNQ) et [ e fille < Allpy - I fxllo-

Inégalité de convolution
On veut montrer que, pour p € [1,+oc], si f € L' et g € L? (ou le contraire), alors fxg € LP.

a) Caspe[l,+oo], f et g > 0. Soit f et g deux fonctions mesurables > 0. La fonction
f * g est donc bien définie pour tout 2 € R™ et est & valeurs dans [0, +00].
i) On note p’ I'exposant conjugué de p.
n 1 2
Montrer que Vo € R™ on a f* g(z)? < [[ f(y)g(x —y)" dy]» [[ f(y) dy]?".
i) En déduire que [[f * gll, < [[f[l1]lgllp-
i) Conclure que si, de plus, f € L' et g€ LP ona f*g € LP et que y — f(y)g(x —y)
est dans L' pour presque tout x.

b) Casp € [1,+00[, f € L' et g € LP. Les fonctions f et g sont maintenant & valeurs
dans R. On rappelle les notations f* = max(f,0) et f~ = max(—f,0), de sorte que
=1 =fetlfl="+f".

i) En appliquant la question (??) & f*, f~, g7 et g~, montrer, pour presque tout z,
que la fonction y — f(y)g(x —y) est dans L' et que f xg(x) = fT*gT(x) — f~ *
gt(@) = fTag () + f7 =g (2).

ii) Apres avoir justifié l'inégalité |f = g| < |f| = |g|, montrer que f x g € LP et que
1S gllp < [1f 12 llgll,-

c) Casp=o0, f€ L' etge L™.

i) Soit h une fonction continue sur un ouvert 2 de R”. Montrer que ||h]|o = supgq |h|.



i) Montrer que pour tout z la fonction y — f(y)g(z — y) est dans L! et quelle est
bornée par ||f||1]|g]lcc de sorte que 'on a l'inégalité || f * glloo < |I.f1l11lglco-

i) En utilisant la densité de D(R™) dans L', montrer que f * g est continue.

iv) Si g est a support compact, montrer que lim;| o f * g(z) = 0. A-t-on un résultat
analogue si f est a support compact ?

Montrer qu'une suite régularisante ne peut pas converger dans L!.

Montrer que L', muni de la convolution, est une algébre de Banach (c’est-a-dire vérifie
IIf*=gllr < |Ifllillgll1), associative, commutative et sans élement unité (c’est-a-dire qu’il
n’existe pas de fonction e € L' pour laquelle e f = f Vf € L).

Soit f € CO(R™) et g € L*(R™).

Soit f € D(R") et g € L}

a)

b)

En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que f * g est continue.

On suppose que f € C1(R™) est bornée ainsi que ses dérivées. Montrer que f * g est de
classe C! et que 'on a 0, (f * g) = 0, f x g.

i

Conclure que si f € D(R™),on a f*xg € C®(R™) et 0*(f xg) = (0%f) x g

loc*
En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que f x g € C*°(R"™) et que
Vo € N" on a 9%(f x g) = (0°f) * g. [On pourra commencer par le cas g € L'.]

On suppose de plus que la dérivée d’ordre o de g au sens des distributions est une
fonction localement intégrable. On note 0%g cette fonction.

Montrer que l'on a (0%f) x g = f * (0%g). [On fixera x et on considérera la fonction de
D(R™) définie par f.(t) = f(x —¢).] On conclut donc que

0%(f+g)=(0%f) xg=f=*(0%).

On garde les notations de l’exercice précédent. L’objet de cet exercice est d’étendre les
résultats précédents quand f et g sont seulement intégrables (ou méme localement intégrables).

a)

On suppose que f € L', g € L' et 9%g € L'. Montrer que la dérivée au sens des
distributions de la fonction intégrable f x g est la fonction intégrable f* (0%g). On note
ceci 0%(f x g) = f * (0%g). [On considérera une suite (f;) C D(R™) convergeant vers f
dans L' et on appliquera les résultats de I’exercice précédent & fy * g.]

Etablir un résultat analogue si g € Ll , 9%g € Ll et si f € L' est & support compact.

loc> loc

On aura alors 9%(f *g) € Li .. [On justifiera que f x g est bien définie et est localement
intégrable et on raisonnera comme dans la question précédente en observant que 'on
peut supposer que les fonctions f sont & support dans un compact fixe.]

Méme question pour f € Li , g € L* & support compact et g € L, .

que 0%g est & support compact et on raisonnera comme précédemment.]

[On justifiera



