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O Modele : réunion de disques aléatoires
2) Pause historique : résultats antérieurs et intuition
3) Nouveaux résultats : un point de vue différent

4) Travail en cours : lorsque le cardinal de la c.c. explose



[4 E. N. Gilbert Random plane networks. Journal of the Society
for industrial and applied mathematics. 1961.
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A>0
Processus de Poisson ponctuel homogene d'intensité A

A=10

o indépendance des o X(A) ~ Poisson(\ |A|4)
points dans des ) — e Al
régions disjointes = PAX(4)=0) = ¢

— E(X(A)) =\ |Alg



A = nombre moyen de points du processus par u.v.
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C = composante connexe typique au sens de Palm
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:= {0} U {Points du processus connectés a 0}



A = nombre moyen de points du processus par u.v.

C = composante connexe typique au sens de Palm
:= {0} U {Points du processus connectés a 0}
Questions
o Py\(Card(C) =k+1)=7
@ Sachant que Card (C) = k + 1, forme privilégiée ?
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[ K. Alexander. Finite clusters in high-density continuous
percolation : compression and sphericality. 1993.

Pour k> 1et A\ = +©

[Alexander, 1993]
Sachant que Card (C) = k + 1,
avec haute probabilité

C C B(0,py) et py ~ (cste)X.

[4 M. Penrose, X. Yang. On k-clusters of high-intensity random
geometric graphs. 2023.
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kg = |B(0,1)|q4
Développement a deux termes de la probabilité [Calka, C ]
Pour k> 1et A\ - +©

1 1
KINK@=D)eMap ) (Card (C) = k +1) = a1 — Bk +0 (ﬁ)
® 1 = f(poye 11102 dz

@ Bki1 = f(Rd)k eﬂfdﬂVl(O,z)ﬁdi2 Vo (0’ Z) dz

avec V4 (0,2) et V5 (0,2z) volumes intrinseques de conv(0, z).

En particulier

Okt e~ M

Px(Card (C) = k+1) ~ RSVCE




Sachant Card (C) = k + 1, on note YE\k) le vecteur ordonné des
points de (AC) \ {0}.

Pour k> 1et A\ - +©

Loi limite et vitesse de convergence [Calka, C ]

1
drv(Y{?,zW) =0 (X)

Approximation [Calka, C.]

1
dTV(YE\k)7 Zf\k)) =0 (ﬁ)

o Z™) le vecteur ordonné de densité oc e—a-1v1(0:")

H’d*ZVQ(Ov')) 7I€d,1\/1(0.,-)
A

Q Z()\k) le vecteur ordonné de densité o (1 — e

drv(Y,X) = sup {E(f (Y) —E(f (X)) | f : (RY)* — [~1,1] mesurable}



Développement a deux termes de la probabilité [Calka, C.]

1
k!)\k(d—l)eANdPA(Card (C) — k + 1) = ak-i—]. — Xﬂk_,’_l —+ O (

)\2

)

Fil rouge de la preuve :

@ Mise sous forme intégrale de la probabilité

@ Renormalisation avec changement de variable calibré z = Ax

@ Approximation de I'intégrande
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Pr(Card(C) = k+1) =

Développement a deux termes de la probabilité [Calka, C.]

1 1
KINKA=1)Amap, (Card (C) = k 4+ 1) = apq — TBk1+ 0 (v)

Fil rouge de la preuve :

@ Mise sous forme intégrale de la probabilité

k
—AUR,B(x:,1) 4
{0,x sont connectés}€ [Di=oB 0. 1)] dx

ﬂ (RY)k

@ Renormalisation avec changement de variable calibré z = Ax

@ Approximation de I'intégrande
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Développement a deux termes de la probabilité [Calka, C.]

1 1
KINKA=1)Amap, (Card (C) = k 4+ 1) = apq — TBk1+ 0 (v)

Fil rouge de la preuve :

@ Mise sous forme intégrale de la probabilité

k

PA(Card (C) =k+ 1) = {0,x sont connectés}ei)\lufzoB(Xi’l)ld dx

ﬂ (RY)k

@ Renormalisation avec changement de variable calibré z = Ax
Px(Card(C) =k +1)

_ (mudfl)Cm)‘l / Lo g o cye 7T (UBENI—BON) g
. (Rd)k

@ Approximation de I'intégrande






U 0B(2i, M)
=lconv (UfoB(zi, \))la — | Trousa(z, A, K)l4
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Etape 3 : développer |l B(z;, )\)‘d quand z € B(0, \}/4)k

U oB(2i, M)la
=|conv (Uf-‘ZOB(z;, /\)) ld — | Trousq(z, A, k)| 4
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Etape 3 : développer Uf:o B(z, )\)‘d quand z € B(0, A1/4)k

U oB(2i, M)la
=|conv (Uf-‘ZOB(z,-, /\)) ld — | Trousq(z, A, k)| 4

Formule de Steiner—Minkowski
d
VA0 [KMNg= Y A "kg_mVin(K)
m=0

ot V(K) est le m-éme volume intrinséque d'un compact convexe
K de RY.
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=|conv (U,-:OB(Z,', /\)> ld — | Trousq(z, A, k)| 4

Formule de Steiner—Minkowski

VA>0 |KYg= ZX’ M d—m Vim(K)

ot V(K) est le m-éme volume intrinseque d'un compact convexe
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Etape 3 : développer |l B(z;, )\)‘d quand z € B(0, \}/4)k

|UfoB(2i, A)|a
=|conv (Uff:OB(z,-, )\)) lg — | Trousq(z, A\, k) |4

=|conv (0,2)" |y — | Trousy(z, A, k)4

Formule de Steiner—Minkowski

VA>0 |Kg= ZAd M d—m Vin(K)

ot V(K) est le m-éme volume intrinséque d'un compact convexe
K de RY.

12



Etape 3 : développer |l B(z;, )\)‘d quand z € B(0, \}/4)k

|UfoB(2i, A)|a
=|conv (Uff:OB(z,-, )\)) lg — | Trousq(z, A\, k) |4

=|conv (0,2)" |y — | Trousy(z, A, k)4

d
=) Ak Vin (conv (0, 2))
m=0

— | Trousy(z, A\, k) |4

Formule de Steiner—Minkowski
d

VA>0 [KMNg= > A kg Vin(K)
m=0
ot V(K) est le m-éme volume intrinseque d'un compact convexe
K de RY.
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Etape 3 : développer ‘Uf:o B(z,-,)\)‘d quand z € B(0, A1/4)k

| Trousy(z, A, k)|q == |conv (UJ’-‘ZOB(ZJ-, )\)) \UJ’-‘ZOB(zj, Ml
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Etape 3 : développer ‘Uf:o B(z,-,)\)‘d quand z € B(0, \1/4)k

| Trousa(z, A, K)|a = |conv (UK_4B(z;,\)) \ UoB(z;, M)]a

I >03 Mgy >0V A > A VzeB(0,\i)k

| Trousy(z, A, k)|q < /\/’d,k|||z||’3)‘d_3
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L'objet de I'étape 1 et de I'étape 2 était de montrer

Px(Card(C) = k+1)
)\k(l—d)
Tk

Puis, par I'étape 3

1 k
/ Tz e~ 7T (IVEBENa=[BONI) 4,
1., +{0,%s. ¢}
B(0,\% )k A

d

B / e_ )“1171 (Zm,1 Nd=mp me(O,z)—|Trousd(z,)\.k)\d> dz
- 1
B(0,A%)k

~\|B(0,1 =7 (|U,B(21,2)|4—B(0,2)]
e~ AB(O,1)[d /(Rd)k 1{07§ o c)e N r (Vo d d) dz.
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1 k
/ Tz e~ 7T (IVEBENa=[BONI) 4,
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B(0,\% )k A

d —m
_/ e—Adl,l (Zm,l A=, me(O,z)—|Trousd(z,)\.k)\d> &
- 1
B(0,\4)k

d 1 | Trous 4 (z, X, k)|
_ / | e Vi(0.2)=3 21, smTRd-mVin(02) o e% dz
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- 1
B(0,\4)k
| Trous4(z, X, k)4

d 1
= / 1 o Ra-1Vi(02) =3 0 5 SherRa-mVm(02) L T gy
B(0,A%)k

| Trous 4(z, A\, k)|
| (el < e

1 1
— _K/d—lvl(ovz) -
e /(Rd)ke (1 A/<;d_2v2(o,z)> dz+ 0 <A2> :

~\|B(0,1 =7 (|U,B(21,2)|4—B(0,2)]
e~ AB(O,1)[d /(Rd)k 1{07§ o c)e N r (Vo d d) dz.
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@ K. Alexander. Finite clusters in high-density continuous percolation :

compression and sphericality. 1993.
Pour k — 400 et A = +00 tels que k = o ()

[Alexander, 1993]
Sachant que Card (C) = k + 1,

dg (conv(C), B(O,pg)) — 0 en probabilité

ou px ~ (cste)%.
A
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Equivalent de la probabilité [Calka, C.]
Pour k — 400 et)\—>+ootelsquek:o<\/X), on a poure >0

k dk
k!)\k(d—l)e)\:“idp/\ (Card (C) = k -+ ]_) ~ (H> e—dk&l;j % jk B
d

Rappel : Pour k > 1 et A — +00

k!)\k(dfl)e/\;{dpk (Card (C) . 1) N / N efnc#lVl(O,Z) dz
J(R7)
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Equivalent de la probabilité [Calka, C.]
Pour k — 400 et A\ — +oo tels que kzo(\/X), on a pour € >0

dk
KINK(A=1)eAapy (Card (C) = k4 1) ~ (k> e KKK X Tie

Kd

avec

Tie = (1+¢)~%E <ek(VI<B(o,m—vl(ovz“)))”ii—;l—swl(o,z(”)"i—;l)

ot pour Z&) = (Z;,---, Zy) a entrées i.i.d et de loi U (B(0,1)).

v

Perspectives : estimer J . en utilisant

E(V4 (B(0,1)) — Vi (conv (Px NB(0,1)))) ~ (cste)k a1,

k—~+o00

@ R. Schneider, J.A. Wieacker. Random polytopes in a convex body. 1980.



Perspective

Disque de Poincaré : A — 400 et k € N*

100 1
0.75 1
0.50 -
0.25 -
0.00 -
-0.25 A
—-0.50 A

-0.75 A

-1.00 A
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