Colle 16 — Sujet 1 Nom : Prénom :

Question de cours

Position relative des sécantes pour une fonction convexe.

Exercice 1

Soient f,qg: I — R deux fonctions convexes, avec I C R un intervalle.

1. Est-ce que max(f,g) est toujours convexe ?

2. Est-ce que min(f, g) est toujours convexe ?

Exercice 2

Soit f : R — R une fonction convexe dérivable possédant une limite finie en +oc.

1. Démontrer que f est décroissante sur R.

2. Démontrer que [’ tend vers 0 en +o00. On pourra utiliser le Théoréme de la limite mono-
tone et le Théoreme des accroissements finis.

3. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si on ne suppose pas que f est convexe ?
On pourra étudier la fonction

fores < sin(a?) s?x;éO,
0 six=0.
Exercice 3

1. Démontrer que la fonction f définie par f(y) = x¥ est convexe sur R.

2. En déduire que pour tout z > 1, on a

n+1 n—1
x"—lzn(x 2 — g2 )

Commentaire :




Colle 16 — Sujet 2 Nom : Prénom :

Question de cours

Toute fonction f dérivable sur I et de dérivée [’ croissante est convexe sur I.

Exercice 1
Soit f une fonction convexe sur U'intervalle borné ]a, b|.

1. f est-elle nécessairement minorée 7

2. f est-elle nécessairement majorée ?

Exercice 2

Que dire d'une fonction f : I — R, ou [ est un intervalle, continue et ne prenant qu’'un
nombre fini de valeurs?

Exercice 3

Soit f une fonction convexe de classe C! sur [a, b]. Montrer que

fla) + f(0)

a+b> g/abf(t)dtg(b—a)Q.

<b—a>f(

On pourra utiliser le résultat de croissance de l'intégrale : pour g et h deux fonctions intégrables
sur [a, D], si g(t) < h(t) pour tout t € [a,d], alors [ g(t) dt < [P h(t) dt.

Commentaire :




Colle 16 — Sujet 3 Nom : Prénom :

Question de cours

Toute fonction f convexe et dérivable sur I admet une dérivée f’ croissante sur .

Exercice 1

Soit f : I — R une fonction continue, convexe et strictement croissante sur un intervalle
I C R. Etudier la convexité de f=1: f(I) — I.

Exercice 2

1. Etudier la convexité ou la concavité de la fonction

T sur R.

1+e”

2. En déduire que pour tous x,,...,x, > 1, on a

n

1
DD =

i Ltz = 1+ o,

n

Exercice 3

Soit f : Ry — R, continue. On suppose que z +— f(x)/x admet une limite finie £ < 1 en
+00. Démontrer que f admet un point fixe.

Commentaire :




Colle 16 — exercices bonus

Question de cours

Position relative des tangentes pour une fonction convexe dérivable.

Exercice pour S1

Soit f une fonction dérivable sur Ja, b avec a et b deux réels. On suppose que

lim f(z) = lim f(z) = +oc.

r—ra x—b

Démontrer qu’il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = 0.

Exercice pour S2

Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C! vérifiant
f(0)=0 et f(1)=1.
Démontrer que, pour tout n > 1, il existe
O< < <z, <1

tels que

Exercice pour S3

Soit f : R — R une fonction bornée et dérivable telle que

lim f'(x) =4

T—+00

Montrer que ¢ = 0.



