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Chapitre 1

Présentation générale

1.1 Introduction

Cette synthése de mes travaux de recherche s’articule autour des sys-
témes de particules, de leurs comportements hydrodynamiques et des grandes
déviations. La liste des travaux est proposée en fin de rapport. Ce premier
chapitre d’introduction contient une bréve présentation des systémes de par-
ticules ainsi que des notions de limite hydrodynamique et de grandes dévia-
tions. Nons exposerons ensuite une classe de systémes de particules auxquels
nous allons faire référence dans les chapitres suivants.

Un systéme de particules est un modéle stochastique qui décrit I’évo-

lution de particules (en nombre fini ou infini) en interaction sur un réseau
(fini ou infini) appelé ensemble des sites; au cours de 'évolution et a des
instants aléatoires, les particules se déplacent (naissent, meurent, entrent en
collision,. . .) sur le réseau selon une loi de probabilité qui dépend de la con-
figuration des particules a cet instant. Ces modéles ont été introduits dans
les années 70 [99, 100, 41, 42|, d’une part pour des motivations probabilistes,
et d’autre part suivant une approche physique (mécanique statistique, com-
portement aléatoire microscopique de molécules). Depuis, les systémes de
particules ont fait 'objet de nombreux travaux et ont donné lieu & une
littérature abondante. Leurs domaines d’applications sont trés nombreux :
physique théorique, analyse d’images, biologie, sondages. ..
Plusieurs ouvrages rassemblent les principaux aspects probabilistes de ces
modeles, citons par exemple [82, 30, 49, 83|, ou sont étudiés I'existence de
ces processus de Markov en volume infini avec différentes constructions, ainsi
que 'existence de leurs mesures invariantes, l'ergodicité...

Une des principales motivations physiques de I’étude de la limite hy-



drodynamique provient d’'une branche de la mécanique statistique. L’objet
est de caractériser I’équation régissant 1’évolution macroscopique d’un fluide
ou d'un gaz & partir d’'une dynamique microscopique aléatoire : en vertu
du grand nombre de particules qu’il contient, la description de 1’évolution
d’un fluide dans un volume doit se faire a travers un ensemble de variables
macroscopiques qui le caractérisent. Au niveau microscopique, I'évolution
des molécules est modélisée sur le volume discrétisé par une dynamique aléa-
toire (systéme de particules); aprés changement d’échelle (renormalisation
en espace et en temps), les quantités conservées par cette dynamique micro-
scopique donnent par passage a la limite dite hydrodynamique des équations
aux dérivées partielles appelées équations hydrodynamiques, qui décrivent
I’évolution spatiale et temporelle des variables macroscopiques.

Nons distinguerons deux types de systémes, 4 1’équilibre et hors équilibre.
Les systémes dits a 1’équilibre sont les mieux compris et les plus largement
étudiés, ce sont généralement des modéles évoluant sur un tore ou en vol-
ume infini, ou encore dans un domaine borné en contact avec des réservoirs
dont la température est constante. Les mesures invariantes de tels systémes
sont généralement données par les mesures de Gibbs, obtenues & partir des
conditions du bilan détaillé, qui traduisent la réversibilité du systéme. Les
systémes hors équilibre que nous considérerons dans ce mémoire sont des
modéles de particules qui évoluent dans des domaines bornés, et qui sont
maintenus hors équilibre par des réservoirs de particules a différentes tem-
pératures aux bord du domaine. Les dynamiques des systémes hors équilibre
ne sont pas réversibles. La mesure stationnaire de tels processus est carac-
térisée par le flux de la masse de particules a travers le systéme.

D’un point de vue probabiliste, I’étude d’une limite hydrodynamique cor-
respond a une loi des grands nombres (pour les mesures empiriques de répar-
tition des particules). La méthode de production d’entropie, introduite par
Guo, Papanicolaou & Varadhan dans [67] en 1984 et la méthode d’entropie
relative initiée en 1991 par Yau dans [105] pour le processus de Ginzburg-
Landau, ont permis de prouver le comportement hydrodynamique d’une
grande variété de modéles. Ces méthodes reposent sur ’étude de 1’évolu-
tion temporelle de I'entropie et de la forme de Dirichlet de ’état du systéme
par rapport a certaines mesures de référence. Celles-ci correspondent aux
états proches de ’équilibre, ou aux mesures produit dont le paramétre est
solution de I’équation hydrodynamique.

La méthode d’entropie [67] a été étendue aux systémes non gradient,
c’est-a-dire pour lesquels le courant de particules entre deux sites ne s’ex-
prime pas comme le gradient d’une fonction locale, par Varadhan en 1994



dans [103] et Quastel en 1992 dans [95]. Dans les livres [101, 35, 69, 94|
sont développées les principales méthodes utilisées pour ’étude des com-
portements hydrodynamiques des systémes de particules & I'équilibre. En-
fin, les méthodes de [67, 104] ont été adaptées aux modeéles hors équilibre
[54, 55, 71, 75, 58, 90].

Une autre question d’intérét en physique est la dérivation d’équations
aux dérivées partielles qui ne sont pas invariantes par changement d’échelle,
comme les équations de Navier-Stokes ; ces équations ne peuvent étre obtenues
comme limite hydrodynamique de systémes de particules. Toutefois, dif-
férentes interprétations ont permis de développer des techniques permettant
d’obtenir ces équations [43, 51, 52, 53, 78, 8, 7, 79, 6].

Une fois la limite hydrodynamique prouvée, des améliorations naturelles
sont ’étude des fluctuations (théoréme de la limite centrale) et des grandes
déviations. Les livres [101, 69| fournissent une syntheése de quelques-uns de
ces résultats pour les dynamiques & l'équilibre.

La théorie des grandes déviations a connu un grand développement suite
aux travaux fondamentaux de Donsker & Varadhan [44, 45, 46, 47| pour les
processus de Markov, et de Freidlin & Wentzell pour les perturbations aléa-
toires de systémes dynamiques [60]. Depuis, elle a pris une place de plus en
plus importante et ses techniques ont été trés utilisées en mécanique statis-
tique et pour les systémes de particules en interaction. Les premiers résultats
sur les grandes déviations autour de la limite hydrodynamique pour des gaz
sur réseau ont été introduits par Donsker & Varadhan [48] pour des modéles
de diffusion comme le processus de Ginzburg-Landau, et par Kipnis, Olla
& Varadhan [72] pour le processus d’exclusion simple symétrique. Les tech-
niques utilisées dans ces articles ont été reprises et développées dans les livres
de Kipnis & Landim [69] et de Spohn [101], ot on trouvera également une
bibliographie plus détaillée sur le sujet. Jusqu’alors, les fonctionnelles d’ac-
tion (voir la sous-section 1.2) associées aux modéles considérés sont convexes
et semi-continues inférieurement ; la convexité de la fonctionnelle d’action
permet d’étendre plus simplement la borne inférieure des grandes déviations
aux voisinages quelconques d’ouverts. Dans [96], Quastel, Rezakhanlou &
Varadhan ont développé des techniques permettant d’obtenir un principe de
grandes déviations pour des modéles ou la fonctionnelle n’est pas convexe.

I’étude des grandes déviations pour les systémes hors équilibres a connu
une activité considérable ces derniéres années. Les principales investigations
ont porté sur les grandes déviations autour de la limite hydrodynamique et
les grandes déviations pour le courant. Les techniques de [48] et [72] ont été
adaptées dans [13]| pour établir un principe de grandes déviations dynamiques



(cf. (1.2.2) et (1.2.3)) pour le modele d’exclusion simple symétrique en di-
mension 1, ou la fonctionnelle d’action est convexe. Notre contribution aux
grandes déviations dans les résultats cités dans ce mémoire concerne 1’ex-
tension des méthodes de [48, 72, 96] aux modeéles hors équilibre et a longue
portée pour lesquels les fonctionnelles ne sont pas convexes, et pour des
modéles hors équilibres en toutes dimensions.

Les résultats sur les grandes déviations dynamiques peuvent étre util-
isés pour déterminer la fonctionnelle des grandes déviations pour la mesure
stationnaire hors équilibre (grandes déviations statiques). Dans ce cadre,
une approche macroscopique a été introduite par Bertini, de Sole, Gabrielli,
Jona-Lasinio & Landim dans [11, 12] en utilisant les fonctionnelles d’action
des grandes déviations dynamiques. Ils ont développé une théorie des fluc-
tuations dynamiques qui permet de caractériser la fonctionnelle de grandes
déviations statiques par un principe variationnel associé aux fonctionnelles
dynamiques, et par des équations de Hamilton-Jacobi en dimension infinie.
Une formule explicite pour la fonctionnelle d’action a été obtenue pour une
classe de modéles en dimension 1 dans [38, 39, 18]. Par ailleurs, en suivant
la stratégie de Freidlin & Wentzell [60], Bodineau & Giacomin [25] d’une
part, et Farfan [57] d’autre part, ont caractérisé la fonctionnelle d’action sta-
tique directement par le quasi-potentiel associé aux fonctionnelles de grandes
déviations dynamiques.

Un autre sujet d’intérét dans les investigations autour des systéemes hors
équilibre est ’étude du flux de ’énergie ou du flux de particules & travers le
systéme. Dans ce cadre plusieurs articles ont étudié les grandes déviations
du courant dans les systémes de particules hors équilibre, voir [22, 23, 24,
14, 15, 17] et les références qui s’y trouvent.

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante : dans la prochaine sous-
section, nous introduirons quelques systémes de particules. Dans le chapitre
2, sont décrits les résultats que j’ai obtenu sur les limites hydrodynamiques.
Mes travaux concernant les grandes déviations sont résumés et commentés
dans le chapitre 3.

1.2 Une bréve description mathématique

Du point de vue probabiliste, le modéle stochastique régissant I’évolution
d’'un systéme de particules sur un réseau S est un processus de Markov
(wi)i>0 d’espace d’états X = X 9. La variable ¢ € [0, +0c) désigne le temps
et & chaque instant ¢, application w; : S — X représente I’état du systéme
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a cet instant.

L’évolution d’un systéme de particules peut étre décrite informellement
de la maniére suivante : on munit chaque site de S d’horloges exponentielles
qui sont mutuellement indépendantes. Initialement des particules sont dis-
tribuées selon une loi de probabilité sur S, et & chaque fois qu’une hor-
loge sonne en un site x € S, les particules présentes en ce site sautent
(s’échangent, meurent, naissent, entrent en collision, ...) selon des régles
d’interactions qui caractérisent le modéle. Ces régles sont définies par des
probabilités de transition et par des taux qui dépendent du nombre de par-
ticules et de leur répartition dans un voisinage du site x.

Nous considérerons dans ce mémoire trois types de processus : les mod-
éles de sauts ou d’échanges de particules entre les sites du réseau 5, les
processus de naissances et de morts de particules, et enfin quelques modéles
non conservatifs de spins de types Glauber et Blume-Capel, qui consistent
a échanger les valeurs des spins (“spin-flips“) sur chaque site. Pour = € S et
t > 0, we(x) représente respectivement le nombre de particules et la valeur
du spin au site z & l'instant ¢t. Lorsque X = N, le nombre de particules par
site est illimité, c’est le cas du processus de zero-range introduit par Spitzer
[99, 100] et étudié en volume infini par Andjel [1]. Si X est fini, le nombre de
particules ne peut pas excéder |X| (pour un ensemble A, |A| désigne le car-
dinal de A). Dans le cas de modeles de sauts régis par une régle d’exclusion,
on parle de processus d’exclusion généralisées ; le cas particulier ou | X| = 2
et le taux de saut est constant s’appelle le processus d’exclusion simple, qui
est le plus souvent étudié (cf. [99, 100, 82, 83], - -+ ).

Formellement le processus de Markov (w);>0 est décrit par son généra-
teur infinitésimal £, I'opérateur linéaire de domaine S :

Lfm) =Y Laf(n), (1.2.1)

zeSsS

ou pour tout x € S, L, est la partie du générateur qui décrit les mouvements
et les transtions de particules (ou de spins) autour du site x. L’évolution
temporelle du processus (wy);>o est définie par le semi-groupe {S(t) , t > 0}
associé & I'opérateur £. Nous avons les deux relations suivantes, pour tout
feSettout weX,

d

S(Fw) = E*[fw)], ZSOF = SOLF = LW .

Ces derniéres relations qui lient le générateur au semi-groupe sont les équa-
tions de Chapman-Kolmogorov.
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La premiére question qui se pose naturellement est 'existence de tels
processus : lorsque ’espace d’état X est fini, la construction est garantie par
la théorie des processus de Markov & espaces d’états finis (voir par exemple
[84, 30]). Dans le cas contraire I’existence d’une large classe de processus a
été démontrée par différentes méthodes de construction |82, 30, 49, 83|.

Une fois I'existence du processus établie, se pose alors le probleme de la
caractérisation de ses mesures invariantes ou réversibles. Les mesures invari-
antes des systémes & [’équilibre considérés dans ce mémoire sont données par
les mesures de Gibbs et sont réversibles. La réversibilité se traduit par le fait
que le générateur est autoadjoint dans l’espace L? muni du produit scalaire
associé & la mesure de Gibbs. En revanche, pour les systémes hors équilibre
de réservoirs (qui maintiennent le systéme loin de ’équilibre), les mesures
invariantes ne sont pas explicitement connues, ce qui rend les investigations
plus difficiles.

Le passage a la limite hydrodynamique a pour but de déterminer la de-
scription macroscopique d’un gaz ou d’un fluide évoluant dans un volume
V' & partir d'une dynamique microscopique aléatoire [101, 69]. Au niveau
macroscopique, physiquement, le systéme est caractérisé par des variables
pt, .-+, pF. L'évolution de ces variables est régie par un systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles, dont la variable p = (p!,---,p*) est consid-
érée dans un espace topologique V. L’évolution de p est décrite par son
semi-groupe {T'(t) : t > 0} défini sur son domaine D C V. Pour tout
t>0,p = (pt, -, pf) = T(t)po désigne I'état du systéme a l'instant ¢ et
po = (p}, -+, pk) est la condition initiale.

Le comportement macroscopique du systéme s’obtient aprés renormal-
isation en espace et en temps du systéme microscopique. Le changement
d’échelle spatiale s’effectue en discrétisant le volume V. Au niveau micro-
scopique, pour chaque entier N > 1, un systéme de particules de générateur
L, évolue sur le volume microscopique Vi, ou le paramétre de change-
ment d’échelle est N~!. Le changement d’échelle spatiale induit un change-
ment d’échelle temporelle ¢ — apnt, qui correspond & une accélération du
systéme de particules dans le temps par un facteur ay, qui dépend de N.
La dynamique microscopique est alors donnée par un processus de Markov
(we)e>0 de générateur anLy et de semi-groupe {Sy(t) : t > 0}. On ob-
serve deux types de modéles : les modéles dits hyperboliques sont obtenus
par les changement d’échelle espace-temps (z,t) — (x/N, Nt), et les mod-
éles dits paraboliques, ou diffusifs sont obtenus par le changement d’échelle
(z,t) = (z/N, N?t).

Dans 'esprit probabiliste, la limite hydrodynamique peut se traduit par
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une convergence en loi : supposons qu’a chaque configuration microscopique
w soit associée une variable aléatoire 77V qui caractérise le systéme, 77V (w) =
(V1 (w), -, 7VF(w)). On dira que le comportement hydrodynamique est
établi lorsqu’a partir d’un profil macroscopique initial pg défini sur V et
d’une suite de configurations microscopiques (wN )NeN qui converge en loi
vers po; la suite de processus {(m™(wf]¥))i>0 : N > 1} converge en loi vers
les trajectoires déterministes (1'(¢)po)t>0-

La limite hydrodynamique peut étre enrichie par I'existence d’un principe
de grandes déviations : étant donné un profil macroscopique p, on cherche a
estimer la probabilité asymptotique pour que les variables aléatoires 7 se
trouvent dans un voisinage de p. Cette probabilité doit étre exponentielle-
ment petite, dans le sens ou il existe une suite de réels (ry)nyen appelée
vitesse de convergence, et une fonctionnelle 7 appelée fonctionnelle d’action

définie sur 'espace topologique V, vérifiant les deux bornes suivantes :

1. Borne supérieure. Pour tout fermé F de V,

1 ~
lim — logPN (7N e F) < —inf Z 1.2.2
NE)noo N 8 (7T < ) - 711'I€1F (ﬂ) ’ ( )

2. Borne inférieure. Pour tout ouvert O de V

1 ~
lim — log PN (7N € O) > — inf Z(n). 1.2.3
L o log (7" € 0) > inf Z(m) (1.2.3)

ott PV désigne la loi du processus (WN(wgv))Do et la suite (ry)nen est telle

que limy_ oo 7y = 00. La fonctionnelle 7T est semi-continue inférieurement ; si
de plus, elle admet des ensembles de niveaux ({Z < a}, a € R) compacts,
elle est dite une “bonne” fonctionnelle d’action.

1.3 Quelques systémes de particules

Les systémes de particules les plus fréquemment utilisés modélisent 1’évo-
lution d’'un gaz sur un réseau (“stochastic lattice gas”). Dans cette sous-
section, nous allons décrire quelques modéles cités dans la suite du mémoire.

On se place en dimension d > 1 et on fixe un entier NV assez grand. Pour
tout entier £ > 1, on note ’]I‘f{, le tore discret k-dimensionnel de taille N.
Suivant les modéles a étudier, I’ensemble des sites S peut désigner le tore
T4, le réseau Z¢, ou encore le cylindre Qy = {~N +1,--- ,N — 1} x ']I'ﬁl\f1
de Z% de hauteur 2N — 1 et de base T‘]i\,—l. Dans ce dernier cas, on note
Iy = {(z1, -+ ,2q) € Zx T4 | 21 = £(N — 1)} le bord de Q.
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1.3.1 Modéles a 1’équilibre

Nous décrivons briévement ici les processus de zero-range, d’exclusion,
de Kawasaki et celui de Glauber, et nous nous intéressons également aux
modéles de Blume-Capel. Les taux de sauts de ces modéles satisfont aux
conditions du bilan détaillé (en anglais “detailed balance conditions”), les
mesures sont réversibles et données par la mesure de Gibbs.

Dans ce qui suit, p : S x S — [0,1] est une probabilité de transition a
portée finie, invariante par translation et spatialement ergodique et on note

p(z,y) =p(0,y —x) =:ply —x), V(z,y) € S xS. (1.3.1)

Processus de zero-range. Cette dynamique est décrite par un processus de
Markov (1;)i>0 & valeurs dans X = N¥; pour chaque site = € S, ;(z) désigne
le nombre de particules présentes au site « & l'instant ¢. On considére une
fonction g : N — R telle que ¢g(0) = 0 et g(k) > 0 pour tout k > 1, appelée
taux ou fonction de saut. Le mouvement des particules pour le processus de
zero-range suit le mécanisme suivant : si le systéme est dans I’état n € X, le
site & est occupé par n(x) particules. Une particule va quitter x avec le taux
g(n(x)), elle est éjectée vers un site y avec probabilité p(x,y). Le générateur
infinitésimal £ du processus de zero-range a taux g(-) et de probabilité de
transition p peut s’écrire de la maniére suivante :

Lfm) = Lof(n), (1.3.2)
TES
ol pour tout z € S,
Lof(m) = > pla,y)gn(@) [fr™) = F()],
yeSs
et pour z,y € S, n™Y est la nouvelle configuration obtenue & partir de la
configuration n aprés le saut d’une particule du site x au site y :
nz)—1 s z==z
(™) (2) == {n(y) +1 si z=y (1.3.3)
n(z) siz#a,y.
L’existence du processus de zero-range en volume infini est démontrée
par Andjel dans [1]. Ses mesures invariantes sont caractérisées dans ce méme

article, elles sont données par une famille (v,)o<p,<,+ de mesures produit sur
X de marginales

vo(nz)=k)=———~, z€S5,keN, (1.3.4)



ou g(0)! =1 et pour k € N*, g(k)! = g(1) - - - g(k). La fonction de renormali-
sation Z : Ry — R, est donnée par la série entiére

k

+oo
_ ¥

et ©* est son rayon de convergence.

Modéles d’exclusion. Ce processus de Markov (7;)¢>0 a pour espace d’états
X =1{0,---,x}%, ot k > 1 est un entier fixé qui désigne le nombre maximum
de particules par site. La régle de ’exclusion est la suivante : lorsque le
systéme est dans 'état n € X, le taux avec lequel un site x € S qui contient
au moins une particule éjecte une particules vers un site y, qui contient
strictement moins de s particules est p(x,y)ry (1), ot la fonction ry (1)
dépend des occupations des sites z,y et de leurs voisins. Lorsque n(z) = 0
ou n(y) = k le saut de x vers y est impossible.

Le générateur infinitésimal du processus de Markov (1;):> est défini par

Lfm) = Lof(n),

zeS

ou

wa(n) = ZP(%Q)T:r,y(??) ]1{’r](a,’)>07 n(y)<x} [f(n%y) - f(n)] )

yeSs

avec ™Y définie dans (1.3.3). Nous nous intéresserons a trois types de ces
modeles :

o La k-exclusion symétrique. C’est le cas particulier ou 7., = 1 et la
probabilité de transition p est symétrique et vérifie (1.3.1). Les mesures
réversibles pour ces modéles sont les mesures produit sur S paramétrées
par ¢ > 0 et de marginales

(,Dk

. ke{0,---,k}. (135
i {0, .k}, (135)

ve(n; n(z) =k) =

o L’exclusion simple. C'est le cas ot k = 1 et 7., = 1, le taux de saut
peut s’ecrire p(x,y)n(x)(1 — n(y)). Le générateur est défini par

L) = > Laf(m), (1.3.6)

z€S
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ol

Lof(n) = pla,y)n(@)(1 —n@)[f0™Y) — f(n)].

yeS

Remarquons qu’ici n™Y peut étre définie comme la configuration T%Y7
obtenue a partir de n aprés avoir échangé 'occupation du site x avec
celle du site y :

n(y) st z==
(T™¥n)(2) =4 n(x) si z=y (1.3.7)
n(z) si z#z,y.

Les mesures invariantes pour cette dynamique sont les mesures produit
de Bernoulli définies dans (1.3.17) pour a = 0.

L’exclusion avec changement de vitesse. Le taux de saut 7, , ne dépend
pas que de 'occupation des deux sites x et y, mais aussi de celle des
sites voisins de x et y. On considére le cas de sauts & plus proche voisin
et pour simplifier la description on se place sur le tore Tﬁi\, . On note
(e1,...,eq) la base canonique de R

Le cas que nous considérons ici est construit de telle sorte qu’il soit
gradient, c’est-a-dire que le courant de particules & travers deux sites
voisins x, x + e;, défini par

Wawte;(N) = Toate;(N) = Totea(n) 1<i<d (1.3.8)

s’écrit comme la différence d’une fonction locale et de sa translatée.
Pour a > —1/2, le taux de saut est

Ta:,a:-&-ei(n) =1+ a{ﬁ(x - 62‘) + 77(51j + 261)}

Le générateur infinitésimal du processus de Markov est donné par

Lfm) = Y Laf(n). (1.3.9)
IET%
ol ;
Lof() =) raare, [ FT5Fn) — f(n)]. (1.3.10)
=1

Comme pour l'exclusion simple, les mesures invariantes pour cette dy-
namique sont les mesures produit de Bernoulli définies dans (1.3.17)
avec o = 0.
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o L’exclusion simple faiblement asyméirique. 11 s’agit d’une perturbation
de I’exclusion simple symétrique. Etant donnée une fonction réguliére
h : S — R, l'interaction locale entre les particules est déterminée par
I’hamiltonien Hj, ny défini sur X par

Hyn() = =Y hx/N)n(z).

TE€S

Le processus d’exclusion faiblement asymétrique perturbé par '’hamil-
tonien Hj, n et a plus proche voisin sur S est défini par son générateur
infinitésimal £ = ) g L;, ot pour tout = € S,

1

»C:cf(n) — 5 Z 6_%(Hh,N(Tx,x-kzn)_Hh,N(n)) [f(Tx,z—i-zn) _ f(ﬁ)] ’

z€S

|Z]=1
Le cas particulier que nous avons étudié dans l'article [20] (voir sec-
tion 3), correspond a une fonction linéaire h(u) = Fu + A pour deux
réels fixés E et A. L’asymétrie faible est de l'ordre E/N, le générateur
infinitésimal £ s’écrit sous la forme

Lofl) = 5 373 e PN [f(roting) - fr)].

€S z€S

|Z]=1
(1.3.11)
Un modéle avec désordre : !’exclusion avec champ extérieur aléatoire.
On définit un espace d’environnements (Ea, B, P), ott E, = [~a,a]® pour un

réel a > 0. On suppose que P est une probabilité produit et stationnaire. On
notera (a(x))zes € E, une configuration typique de E, (c’est une suite de
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées) appelée champ
magnétique. Ce modéle décrit ’évolution d’un systéme de particules avec au
plus une particule par site. L’espace d’états est X = {0, 1}°.

Etant donnée une réalisation o € E, du champ magnétique, I'interaction
locale entre les particules est déterminée par 'hamiltonien H® défini sur X
par

H(p) == a(x)n(z). (1.3.12)
z€S

Le processus d’exclusion avec désordre, symétrique et & plus proche voisin
sur S est défini par son générateur infinitésimal £ = ) 4 L,, ot pour tout
€S,

Lof(n) = Y Cw,z+zm) [f(T5n) - f(n)] , (1.3.13)

z€S
|Z|=1
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T*¥n est définie par (1.3.7) et les taux C*(z,z + z;7n) par
C(z,x + 2;m) = {H* (T *n) — H*(n)} .

La fonction @ est réguliére, elle satisfait ®(0) = 1 et la relation du bilan
détaillé
O(E) =exp(—E)P(—E). (1.3.14)

La probabilité de transition p définie par (1.3.1) est donnée dans ce cas
par p(z) = 1/(2d), pour tout z € S, |z| = 1. D’autre part, la relation (1.3.14)
est équivalente & ’existence d’une fonction v réguliére telle que

O(E) =exp(—E/2)Y(E),  »(E)=vy(=E), (0)=1.
Le cas le plus utilisé dans la littérature est
®(FE) = exp(—E/2), (1.3.15)

c’est aussi ce cas que nous considérons.
Pour tout parameétre A > 0, on note u®* la mesure de Gibbs sur X
associée & ’hamiltonien H%, de potentiel chimique A :

1
nNn) = o exp{=H(n) + A ) n(x) nex, (1.3.16)
zeS

ott Z%* est la constante de normalisation. Remarquons que x®* n’est autre
qu’une mesure produit de Bernoulli sur X,

ec(z)+A

pA @) =1) = o = Lo e @) =0), (1317)

pour tout x € S. D’autre part, la relation (1.3.14) assure la réversibilité de
ces mesures par rapport au générateur L : pour tous f,g € S

<f>£g aX = ZMOU\ g( ) = <£fvg>uﬂ,)\7
nes
ol < -, - > désigne le produit scalaire de L?(pu™?). Lorsque la réalisation

a est constante, on retrouve ’exclusion simple symétrique.
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1.3.2 Modéles a longue portée

1l s’agit ici de modéles d’exclusion ou de spins perturbés par un potentiel
d’interaction de Kac. Fixons un entier N assez grand. Un potentiel de Kac
est une fonction Jy(-) définie sur R? telle que

Jn(u) = N~4J(u/N), pour tout u € R?, (1.3.18)

ot J € C%(R?) est une fonction symétrique, positive, a support compact dans
la boule unité et normalisée, c’est-a-dire [p4 J(u)du = 1.

Le potentiel d’interaction de Kac a été introduit dans [68] et généralisé
dans [81] afin de fournir une analyse rigoureuse de la théorie de transition de
phase de Van der Waals. Depuis, la littérature sur le sujet est devenue impor-
tante. Citons seulement quelques résultats sur 1’évolution macroscopique des
dynamiques conservatives [64, 65, 66, 85| ou non-conservatives |31, 33, 85, 9.
L’étude pour N grand mais fixé a aussi fait ’objet de plusieurs articles, nous
en citons quelques-uns ot le modéle avec champ extérieur aléatoire a été
considéré |26, 21, 29, 80, 27, 28|. Nous renvoyons au livre de E. Presutti [94]
pour une étude synthétique et bibliographique.

Nous considérons dans cette section les modéles avec potentiel de Kac sur
le tore ou sur Z%. Une autre version du potentiel de Kac pour des modéles
qui évoluent sur un domaine borné avec réservoirs est définie dans la section

3 (cf. [34, 91)).

Modeéle d’exclusion avec désordre soumis au potentiel d’interaction
de Kac. On se place sur le tore S = ’]I“]iv. On reprend le modéle d’exclusion
avec désordre décrit dans la sous-section 1.3.1. Etant donné une réalisation
a € E, du champ magnétique et un paramétre 5 > 0 qui désigne l'inverse de
la température T'= 1/, on définit ’hamiltonien H]B\;O‘ sur X par la somme
de deux hamiltoniens :

HY*(n) = BHN(n) + H* (), (1.3.19)

ou H® représente I'interaction locale définie par (1.3.12) et Hy est l'interac-
tion de longue portée de Kac donnée par

Hy(n) = —% > In(z—y)n@)n(y) .

(z,y)eSxS

A . s . .
Notons ,u]ﬂv’a’ les mesures de Gibbs sur X associées & 'hamiltonien H ]%’a

de potentiel chimique A € R et & température T = 371 :

1

) a>‘ 5

) = e exp{—Hy"(n) +A> n(z)} neX,  (1.3.20)
N z€S

I
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ol Z]B\,’OM est le facteur de normalisation.

La dynamique d’exclusion (ou de Kawasaki) avec désordre a l'inverse de
température 5 > 0 est le processus de Markov sur X défini par son générateur
LNBa agissant sur les fonctions f : X — R par

EN,ﬁ,ozf(n) _ Z Eiv’ﬂ’o‘f(n) , (1.3.21)

€S
ou

LYPefm) = 3 O @+ zn) [T ) = f(n)] (1.3.22)

z€S
[z]=1

et les taux C5*(x,x + z;7) sont définis par

O (@, 4 2zm) = @ {Hﬁ’a(T“”‘zn) - H}@’a(n)} ,
ot ® € C?(R,(0,00)) est définie comme dans (1.3.14). Les mesures ,uégv’o"/\
sont réversibles pour le générateur EJBV’Q.

Un modéle non conservatif avec désordre. Il s’agit d’'un modéle de
spin-flip, ol les valeurs possibles des spins sont +1 et —1, appelé modéle de
Glauber avec champ extérieur aléatoire.

On se place en dimension d > 1, sur S = ’]I‘?V. On définit un espace d’en-
vironnements (E , B, P), avec une probabilité P qu’on suppose stationnaire.
On notera encore o = (a(x))zes € F une configuration typique de E.

On se donne un réel 5 > 0 et une réalisation du champ magnétique
a € E. Le modéle de Glauber avec potentiel de Kac et avec champ extérieur
aléatoire, & température 1/, est un processus de Markov sur I'espace d’états
X = {—1,1}T% défini par son générateur infinitésimal

LN f(0) = 3 LSf(0) = Y & @0)lf(0") = (o)), (1:3.23)
€Ty zeTY,
ott pour 0 € X, z € T,
_ exp[=(1/(Hy" (") — HY"(0))]
2cosh[(1/2)(Hy"(0%) = Hy"(o))]

)

wﬂ@wz{‘“” Soe= (1.3.24)



et I’hamiltonien Hﬁ,’a est défini par la formule (1.3.19). On considére la

mesure de Gibbs associée a 'hamiltonien H ﬁ,’a définie dans (1.3.20) avec
A=0:

(0% 1 e
MJB\; (o) = Fa exp{—Hﬁ,’ (o)} oeX, (1.3.25)
N

ou Z]ﬁv’a est le facteur de normalisation. On vérifie que uﬁ;a satisfait a la

condition (1.3.14) et par conséquent l'opérateur ]Lf\,’a est autoadjoint dans
L2(u®).

Modéles de Blume-Capel soumis au potentiel de Kac. On se place sur
S = Z% et on fixe un entier N assez grand. Le modéle de Blume-Capel est un
modéle de spins prenant les valeurs —1,0,+1. L’ensemble des configurations
est X ={-1,0, +1}S et la variable du spin, pour chaque configuration ¢ € X
en chaque site z, est notée o(x). L'interaction de Kac est définie par

Hygo) = —5 S Inle—po@ol) — 0 Y ol) — 2 o),

(z,y)eSxS zeS xeS
(1.3.26)

ou A1 et Ay sont deux parameétres réels.

On distingue deux modéles de Blume-Capel (BCM) : une dynamique
conservative de type Kawasaki, qui échange les valeurs des spins entre les
sites, et une seconde dynamique non conservative de type Glauber.

Modeéle conservatif. On se place dans le cadre des échanges de spins entre sites
a plus proche voisin. Le processus de Blume-Capel conservatif de paramétre
B > 0 est le processus de Markov sur X défini par son générateur E?V’a,
agissant sur les fonctions f € S par

(5?\faf) (0) = > Cnpla.a+z0) [f(T"F0) = f(0)] ,

xreS zeSs
[z]=1

ou les taux Cy g(x,x + z;0) sont définis par
Cn @,z +20) = ®{B(HN ,(T"" o) = Hy,s(0)) }

et ® € C?(R,(0,00)) est définie comme dans (1.3.14). Notons que les dif-
ferences [Hy j(T™" o) — Hy,j(c)] sont bien définies puisqu’elles ne font
intervenir qu'un nombre fini de termes non nuls de Hy ;.
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La dynamique de Kawasaki posséde deux quantités conservées, les moyen-
nes empiriques de o et de o2, correspondant respectivement a la magnéti-
sation locale et & la concentration locale. Les mesures invariantes de Gibbs
seront donc paramétrées par deux potentiels chimiques.

Les mesures invariantes pour la dynamique lorsque 5 = 0 jouent un
réle important dans I’étude du comportement hydrodynamique. Pour tout
entier n > 1, on note A, C Z? le sous-réseau de Z% de taille (2n + 1),
Ay = {-n,---,n}% Pour A = (a,b) € [~1,1] x [0,1], soit 74 la mesure
produit sur X = {-1,0, 1}Zd de potentiel chimique A telle que pour tout
entier naturel n > 1, la restriction 74, de 74 & {—1,0, 1} soit égale a

Zan(0) = Z3 ) exp {a RIGERDD 02(¢)}, (1.3.27)

€Ay €A,

ot Zapn est la constante de normalisation. La collection (74)ae(—1,1)x[0,1]
forme une famille de mesures de probabilité réversibles pour la dynamique
de Blume-Capel de type Kawasaki pour g = 0.

Modéle non conservatif. Pour tout site z € Z¢ et toute fonction f € S,
posons

(Vaf)(o) = [f(e™*) = f(o)]

ot la configuration ¢ est obtenue & partir de o en échangeant la valeur

du spin o(z) au site x comme suit :

O.:I:,x 2) = 0'($):|:1H10d3 sl 2=2x
(57 (2) : {0(2) eor

Le générateur de la dynamique de Blume-Capel, de type Glauber, est
donné par

(Lg’ﬁf) (0) = Z Cg’i(w;a) [(fo)(o)} , (1.3.28)

zeZd
N G+ P
ott les taux C’™ (x; 0) sont définis par
1
1+ exp (B(VEHy,))

CG*t (w30) =

DN | —

Remarquons que la fonction ®(F) = %[1 + exp E] ! définissant les taux de
flips vérifie la condition du bilan détaillé (1.3.14).

Pour lexistence et la construction de ces processus de Blume-Capel, nous
renvoyons a [82].
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1.3.3 Modéles hors équilibres

Modéle avec réservoirs. Il s’agit ici des processus qui évoluent sur un
domaine borné avec des réservoirs de particules au bord. On se place sur un
cylindre et on note I'y le bord de Q. Nous considérons la superposition de
deux dynamiques, de générateur qui s’écrit sous la forme

L= Lo+ L. (1.3.29)

La premiére dynamique décrit I’évolution des particules a 'intérieur du do-
maine (, généralement par un des modéles décrits dans le paragraphe 1.3.1.
La seconde dynamique modélise ’action des réservoirs au bord, elle consiste
a imposer une densité égale a une fonction b(-) définie au voisinage du bord
'y, et son générateur est noté L. C'est une dynamique de naissances et de
morts de particules, construite de telle facon que sa mesure invariante soit
de densité imposée égale a b(-).

Processus de sauts, de naissances et de morts. D’autres modéles mi-
croscopiques dont on ne connait pas explicitement les mesures invariantes
et qui ont un grand intérét sont les processus de sauts, de naissances et de
morts. Ils sont également décrits sur I’éspace des sites S par la superposition
de deux dynamiques, les générateurs sont de type (1.3.29). Contrairement
aux modeles précédents, les deux parties Lo et £ agissent sur la totalité de
I'espace S.

On se place sur le tore discrétisé T?V, I'espace d’état est X = NTX. Les
particules évoluent selon des marches aléatoires symétriques indépendantes,
et sujettes & naissances et morts : nous fixons p € N, en chaque site z, [
particules (I < p) peuvent étre créées avec un taux de naissance by(n(z))
ou une particule peut mourir avec un taux d(n(z)), o (b(.))1<i<p et d(.)
sont des fonctions définies sur N vérifiant b;(0) = d(0) = 0 et n(z) désigne
le nombre de particules présentes au site x. Pour obtenir une équation hy-
drodynamique, qui tienne compte des sauts de particules nous accélérons les
sauts de particules par N2. Le générateur du systéme de particules s’écrit
sous la forme

(LN F) () = N2(L f)(n) + (£ F)(n)
= AN N + (LN} (1.3.30)

d
z€T%

23



. d
ou pour tout x € Ty,

L)) =" n@) [fn™ ) = f)]

zE']I‘?lV
l21=1

(LN 1)) =D (@) [F= ) = £n)]
=1
+d(n(x)) [f(n™7) — f(n)],

pour tous n € X | x,ye']I‘d ,

(1.3.31)

o) nx)+1 st z=2x
) {n(z) si z#w.
T () nz)—1 s z==z
mlE) {n(z) si z#x

et n™Y est définie par (1.3.3).

Ces modéles donnent par passage & la limite hydrodynamique des équa-
tions de réaction-diffusion.
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Chapitre 2

Les limites hydrodynamiques

Mathématiquement, la limite hydrodynamique se traduit par une con-
vergence en loi (voir section 1.2). On rencontre deux types de modéles, les
modeles gradient et les modéles non gradient. Un modele est dit gradient
lorsque le courant microscopique entre deux sites voisins = et y (i.e. la dif-
férence entre le taux de saut -ou d’échange- d’une particule de x vers y et
le taux de saut de y vers x) s’exprime comme la différence d’une fonction
microscopique locale et de sa translatée. La dérivation de la limite hydro-
dynamique pour les systémes conservatifs nécessite d’établir les “lemmes de
remplacement” (estimées de blocs) qui permettent de remplacer cette fonc-
tion locale par une fonction de la densité empirique. Pour les modéles non
gradient, le courant n’étant pas différence d’une fonction et de sa translatée,
I’étape cruciale pour établir la limite hydrodynamique est de démontrer le
remplacement du courant microscopique par le gradient discret d’une fonc-
tion du champ de la densité empirique.

1l existe deux méthodes pour établir une limite hydrodynamique, toutes
les deux introduites pour des modéles a ’équilibre évoluant sur le tore. La
premiére méthode, dite de production d’entropie, a été introduite par Guo,
Papanicolaou & Varadhan [67| pour les modéles gradient. Elle repose sur
I’étude de I'évolution temporelle de ’entropie et de la forme de Dirichlet de
I’état du systéme par rapport & certaines mesures de référence qui correspon-
dent & des états proches de 1’équilibre. Cette méthode a été généralisée aux
systémes non gradient par Varadhan dans [103] et Quastel dans [95].

La seconde méthode, dite d’entropie relative a été introduite par Yau
[105]. Elle consiste & étudier I’évolution temporelle de I’entropie par rapport
& des mesures produit dont le paramétre est solution de I’équation hydrody-
namique. Cette méthode nécessite la régularité des solutions de ’équation
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hydrodynamique.

Ces méthodes ont été adaptées aux modéles hors équilibre avec réservoirs
pour établir les comportements hydrodynamiques, voir par exemple [32, 54,
55, 71, 13, 17, 75, 7] et les références qui s’y trouvent.

Pour tout entier £ > 1, notons Tf\, le tore discret k-dimensionnel de
taille N. Considérons un processus de Markov (n:);>0 qui décrit I’évolution
d’un systeme de particules (cf. section 1.3) en volume fini (S = ']I‘?l\, ou
S={-N+1,--- ,N—1} x T%"). Soient y, v deux mesures de probabilité
sur l'espace d’états X telles que p soit absolument continue par rapport a v,
de densité f. L’entropie de p par rapport a v est définie par

H{plv) / F(n) log(f () dw () (2.0.1)

(C’est une fonction semi-continue supérieurement, positive, nulle seulement
si f =1 et elle coincide avec la forme variationnelle

Hlul] = sup [ [ vtdntn —10g [ e @yavtn] 202
UeCy(X)
ot Cy(X) est I’ensemble des fonctions continues bornées sur X.
De la forme (2.0.2) de I'entropie découlent deux inégalités importantes
dites inégalités entropiques : pour toute fonction continue bornée U et pour
tout v > 0

1 1
[ Utndutn) < Ziog [ e U@ @)+ SHd (209
pour un ensemble mesurable A,
log2 + H
(A) < g—[“” . (2.0.4)
log [1 + o )}

De méme, si (n:)¢>0 et (&)r>0 sont deux processus de Markov sur 'es-
pace d’états X, de lois respectives Py et Py, telles que Py soit absolument
continue par rapport a Py, U'entropie de Py par rapport & Py est définie par

dP dIP’
H[Py|Py] = / dPN N)dIPN,
N N

ol % est la dérivée de Radon-Nikodym de Py par rapport a @N.
N
Ce chapitre décrit mes travaux sur les limites hydrodynamiques. Les mo-

déles étudiés sont classés en trois catégories : hors équilibre avec réservoirs,
a longue portée, non conservatifs, et enfin en volume infini.
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2.1 Modéles hors équilibre avec réservoirs

On se place en dimension d > 1 et on fixe un entier NV qui va tendre vers
Pinfini dans I’étude de I'hydrodynamique ou des grandes déviations. Pour
fixer les idées on se place dans un cylindre Qn = {~N+1,--- | N—1} x T4
de Z¢ de taille 2N — 1 et de base T4 '. On note Iy = {(21,-- ,24) €
Z x Tﬁl\fl | x1 = =(N — 1)} le bord de Q. Le domaine Qy désigne I'espace
microscopique sur lequel évoluent les particules. Le comportement hydrody-
namique du systéme est décrit sur espace macroscopique Q = (—1,1)x T4,
ott T4~! represente le tore de dimension d — 1. On désigne par I' le bord de
Q). Les éléments de y seront notés par les lettres x,y, ... et ceux de €2 par
U, U, ..

Les modéles stochastiques de gaz sur réseau avec réservoirs peuvent étre
construits de la maniére suivante. On fixe une fonction b(-) définie sur le bord
I' de Q et un profil de densité v(-) défini sur Q et dont la trace sur I' est
égale a la fonction b. On considére une des dynamiques décrites dans la sous-
section 1.3.1 de générateur Ly et on suppose que la probabilité de transition
p(+, ) est symétrique et a plus proche voisin. Les équations hydrodynamiques
que nous étudions sont alors obtenues sous le changement d’échelle diffusif
(z,t) = (x/N,tN?).

Les systémes avec réservoirs sont constitués de la supérposition de deux
dynamiques, ils admettent pour générateurs des opérateurs linéaires de la
forme

N2L = N%Ly + N2L,. (2.1.1)

La dynamique du générateur N2Ly décrit les mouvements de particules &
lintérieur du domaine Qy, et la seconde dynamique du générateur N2L,,
modélise les réservoirs au bord de Qp, voir la sous-section 1.3.3.

On s’intéresse au comportement limite des mesures empiriques de répar-
tition de particules définies par

m () = N7 m(@)dayn € My(9), (2.1.2)

zEQN

ou, pour tout u, d,, est la masse de Dirac au point u et M, (2) est 'ensemble
des mesures positives sur ).

Plusieurs articles sont consacrés aux comportements hydrodynamique
et hydrostatique des modeles hors équilibres |62, 32, 54, 55, 71]. Pour cer-
tains modéles avec réservoirs, la mesure stationnaire peut étre calculée ex-
plicitement, c’est le cas des modéles de zero-range. L’étude de I’hydrostatique
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se rameéne alors au cas des modéles classiques a 1’équilibre. Dans ce cadre,
le comportement hydrodynamique pour des systémes avec réservoirs & été
prouvé en dimension 1 dans [32] pour le modéle de zero-range.

En général, la mesure stationnaire hors équilibre n’est pas connue ex-
plicitement, c’est le cas méme de 'exclusion simple. La méthode d’entropie
[67] a été adaptée pour ces modéles gradient en dimension 1, par [54] et [55],
d’abord partant d’une mesure associée & un profil de densité initiale pg, puis
partant de 'unique mesure stationnaire (limite hydrostatique). Ces résultats
ont été étendus aux modéles non gradient, en dimension 1 dans [71].

Cette partie regroupe les résultats que nous avons obtenu sur les com-
portements hydrodynamiques des systémes hors équilibre. Nous avons étudié
les modéles non gradient et les modéles en milieu aléatoire en toute dimen-
sion. Nous nous sommes également intéréssé & la dérivation des équations
qui ne sont pas invariantes par changement d’échelle, de type équations de
Navier-Stokes (limite incompréssible).

e Systémes non gradient. Dans [75], en collaboration avec C. Landim
et S. Sellami, nous avons étudié le comportement hydrodynamique pour un
systéme non gradient en toute dimension. Le générateur de la dynamique
s’écrit comme 2.1.1, ou Ly est le générateur de la x-exclusion symétrique,
Ly est la partie du générateur qui modélise les réservoirs. Les équations
hydrodynamiques obtenues sont de la forme

~>) = po(-), (2.1.3)

ou l'opérateur V désigne le gradient, po(-) est le profil initial de densité et
b(-) est la densité imposée au bord (voir section 1.3.3). Le comportement
hydrodynamique pour ce modéle a été étudié sur le tore dans [70], puis avec
réservoirs en dimension un dans |71, ot une formulation variationnelle de
la matrice D a été donnée via la formule de Green-Kubo. Les coefficients
de diffusion {D;; ,1 < i,j < d} dépendent des propriétés statistiques du
modéle, avant d’en donner 'expression variationnelle nous avons besoin de
quelques notations. Les mesures invariantes pour la k-exclusion symétrique
sont données par (1.3.5). Soit @ : [0,x] — Ry la fonction qui permet de les
reparamétrer de sorte que

/n(x)dy¢(p)(n) = p pour x dans Qy .
X
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Pour toute fonction cylindrique g : X = {O,...,K}Zd — R, on note
formellement Ty (1) = 3. 54 7-9 €t Vo eg(n) = g(n%%)—g(n), ot {e1, -+ , eq}
est la base canonique de R?. La matrice de diffusion D est symétrique, elle
est déterminée par la formule suivante :

d
1 2
a- D(p)a = 72X(p) 12f;/x (azro,ei + VO&I‘Q) dllq;(p) (7’]) (214)

ot pour a,b € R?%, (a-b) est le produit scalaire dans R? et x(p) désigne Ia
compressibilité définie par

2

¥ = [ @) dvagyn) ([ nt@)vagm)

La formule variationnelle rend la manipulation de cette matrice délicate,
cependant des investigations concernant la régularité des coefficients de dif-
fusion ont fait I'objet de nombreux travaux [76, 77, 10].

Voir aussi (2.1.13), ou la formule de Green-Kubo est donnée pour un
modeéle non-gradient avec désordre.

e Limites hydrostatiques. Dans [58], en collaboration avec J. Farfan et
C. Landim, nous avons prouvé la limite hydrostatique en toute dimension
et nous en avons déduit la loi de Fick (cf. (2.1.7) ci-desous). Nous avons
considéré le processus d’exclusion avec changement de vitesse, la dynamique
microscopique a lintérieur du domaine est alors donnée par (1.3.10). La
dynamique au bord I'y du domaine est choisie de telle sorte que le généra-
teur £ soit réversible par rapport a la mesure produit de Bernoulli 1/7\,(') de
parameétre -y, out y(-) est une fonction définie sur un voisinage de I dont la
réstriction a I" est b(-).

En adaptant la stratégie de [67], nous avons commencé par montrer que
si initialement les particules sont distribuées suivant un profil de densité
po : 2 — [0, 1], les mesures empiriques de répartition de particules convergent
faiblement vers la solution d’une équation non linéaire avec condition de
Dirichlet et condition initiale pg de type

op = Ap(p),
p(0,) = po(), (2.1.5)
p(t,-) =b(-) sur I,

ou A est 'opérateur laplacien.
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Le comportement hydrostatique décrit I’asymptotique sous les mesures
stationnaires pl.. Les mesures empiriques convergent vers la solution de
Péquation stationnaire p, associée a I’équation hydrodynamique (2.1.5) :

Ap(p) = 0,
{ p(-) =b(-)sur . (2.1.6)

Nous obtenons la limite hydrostatique en étudiant trois copies du proces-
sus : la premiére part d’un profil de densité constante égal a 0, la seconde part
de I’état stationnaire du systéme, et la troisiéme part d'un profil de densité
constant égale & 1. La premiére étape consiste & montrer que lorsque N 1 oo,
les mesures empiriques de la seconde copie convergent vers la solution faible
de ’équation hydrodynamique, mais sans condition initiale connue. D’autre
part, on montre que pour tout profil initial 0 < ~ < 1, la solution p; de
(2.1.5) est bornée inférieurement (resp. supérieurement) par les solutions p?
(resp. pf), de (2.1.5) avec condition initiale égale & 0 (resp. 1). On prouve
ensuite que pY et p; convergent lorsque ¢ 1 oo, vers le profil stationnaire p. Le
comportement hydrostatique est obtenu finalement par la stationnarité des
mesures . La loi de Fick est ensuite obtenue par un corollaire immédiat
du comportement hydrostatique du systéme : pour tout —1 < u < 1,

. ON
lim EFs [Nd_l Z W([uNLy),([uN]-l-l,y)}

N—oo .
vely (2.1.7)

= [ etbwnsa) - [ ebw)s).

ou le courant W, ,, entre deux sites voisins x, y est défini par (1.3.8) et dS est
la mesure superficielle. I'_ et '} désignent respectivement les bords gauche
et droit de 2,

Fi:{(ul,...,ud) €N ’ (51 ::l:l}

e Modéles en milieu aléatoire. Avec E. Orlandi, dans [90], nous avons
congsidéré le processus d’exclusion avec champ extérieur aléatoire décrit dans
la section 1.3.1, de générateur défini par (1.3.13) avec des réservoirs. Le but
est d’étendre les résultats de notre article [58] aux modéles non gradient et
en milieu aléatoire.

Le processus évolue dans Qy avec des réservoirs sur le bord I'y. Les
réservoirs sont modélisés par un processus de générateur

(Lof) () = COa/N,m)[f(n") = F(n)],

zel'n
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ou n* est la configuration obtenue & partir de 1 en échangeant la valeur de

n(x)
() e 1—n(z) st z=uz
7)) {W) L 2.13)

Les taux C? sont choisis de telle sorte que Ly, soit réversible par rapport a la
mesure de Bernoulli V;)‘(])V :

az) + /\o(b(f@))}
2
a(z) + )\o(b(f;))}
5 :

Le comportement hydrodynamique est donné par 1’équation (2.1.3), ou
la matrice de diffusion D(-) est donnée par la formule variationnelle (2.1.13).
De méme que dans [58], la démonstration du comportement hydrostatique
est basée sur les comportement hydrodynamique du systéme partant d’un
profil quelconque, et sur le fait que l’équation stationnaire de I’équation
hydrodynamique est un attracteur global de ’équation hydrodynamique. De
plus, nous déduisons la loi de Fick du comportement hydrostatique.

C"(a/N,m) =n(a) exp {

+ (1= n(a)) exp {

Le comportement hydrodynamique pour les modéles d’exclusion avec
champ extérieur aléatoire a été démontré sur le tore T?, par Faggionato &
Martinelli dans [56], & savoir : si, initialement, les particules sont distribuées
suivant une densité po : T¢ — [0, 1], alors le systéme au temps ¢ est décrit par
une densité de particules p; : T¢ — [0, 1] qui est solution faible de I’équation
aux dérivées partielles de type (2.1.3) :

Op = V- (D(p)Vp) , (2.1.9)

c’est-a-dire, I’équation de continuité pour p associée au courant de densité
macroscopique donné par la loi de Fick

Jj=-=D(p)Vp.

Désignons par A\g(p) le potentiel chimique qui dépend du désordre a,
exprimé en fonction de la pression du systéme po(+),

po(\) = E [1og (1 + e(“a(O)))} : (2.1.10)
par la relation
dp ePo(p)+a(0)
= —2(Xo(p)) = oo |
dX 1 + eColp)+a(0)
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ot E désigne I'espérance par rapport a la probabilité P de ’environnement
définie dans la section 1.3.1. Le potentiel chimique Ag(+) permet de paramétrer
les particules par la densité p, ¢’est I'unique potentiel chimique qui satisfait
la relation

B[22 [n(0)]] = o

pour tout p € [0,1]. La mesure p®*() est définie par (1.3.17).
Pour obtenir ’équation (2.1.9) & partir d’'une dynamique microscopique,
il est plus convenable d’écrire la loi loi de Fick sous la forme

J==c(p)VXlp),

ol o est la conductivité, ou la mobilité du systeme, liée & la matrice de
diffusion par la relation dite d’Einstein, voir [101]

D(p) =0a(p)/x(p) ,

ou x(p) est la compressibilité statique, qui s’exprime en fonction de la pres-
sion par la formule

X(p) = [N(p)] " =E (2.1.11)

(o (p)+a(0))
(14 eole)+a(0))? |

Remarquons que, pour tout p € Ry, x(p) n’est rien d’autre que la moyenne
(sur environnement) de la variance de 1(0) par rapport a la mesure p®*0( .

x(p) =E

[ a0zaueowm - ([ n(O)dum@)(n))Q] RNCRRE)

Comme dans (2.1.4), la formule de Green-Kubo permet d’exprimer la
matrice symeétrique de diffusion D sous forme variationnelle (voir [56]) : pour
tout vecteur a de R? et p € [0,1],

1 . a20(p) 2
;rel‘fSZE [Eu olp (Ca(ojei;n){aiv(),em(O) + (ngeiFg)(n)} )} :
(2.1.13)
o Limite incompressible. La dérivation et 'interprétation des équations

aux dérivées partielles qui ne sont pas invariantes par changement d’échelle,
comme les équations de Navier-Stokes, a suscité un grand intérét en physique
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mathématique. Trois interprétations ont été développées pour obtenir ces
équations.

La premiére approche concerne I’étude des limites incompressibles [51,
52, 53, 6, 7]. Dans ce cadre, avec O. Benois, R. Esposito et R. Marra |7/,
nous avons étudié un modéle de gaz sur réseau dans un domaine borné avec
conditions aux bords. Il s’agissait d’étendre les résultats de R. Esposito, R.
Marra & H.T. Yau [52| aux modeéles hors équilibre. Le modéle considéré
est I'exclusion simple asymétrique décrit dans la section 1.3.1 et généré par
(1.3.6). On se place en dimension d > 3 et on prend une probabilité de
transition p(-, ) vérifiant (1.3.1), on la suppose asymétrique et a plus proche
voisin, avec p(e;) — p(—e;) = §; > 0, ol ey, -+, eq sont les éléments de la
base canonique de RY.

Le comportement hydrodynamique sous 1’échelle eulerienne est décrit par
I’équation hyperbolique (97, 73, 3, 4, 5, 98],

Bp + 8-V F(p) = 0, (2.1.14)

ou F(p) = p(1 —p) et d = (61, --,04) : si initialement les particules sont
distribuées suivant une mesure produit de Bernoulli, de paramétre faiblement
variable pg(z/N), et si on regarde le systéme sous ’échelle d’Euler (z,t) —
(x/N,tN), alors a tout instant ultérieur ¢, la suite des mesures empiriques
(2.1.2) converge vers la mesure absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue dont la densité p(t,u), est la solution entropique de 1’équation
(2.1.14) avec condition initiale pg(-).

Les mesures invariantes pour ’exclusion simple asymétrique sur le tore
sont les mesures produit de Bernoulli de parameétre constant. L’idée de la
limite incompressible [52] est de répartir initialement les particules suivant
une mesure de Bernoulli dont le paramétre est une petite perturbation d’une
constante a € (0, 1), et d’étudier le processus sous I’échelle diffusive.
Heuristiquement, on peut interpréter cette idée de la maniére suivante [52,
8, 79] : dans le cadre des systémes de particules asymétriques, les équations
de Navier—Stokes s’écrivent sous la forme

1
N + 5-VE(pN) = <> 0, (Di,j(pN)auij) , (2.1.15)
i,J

ou D est la matrice de diffusion. Considérons une petite perturbation du

p(u)

profil constant a € (0,1) : p (u) = a + N Supposons qu’a tout instant

t
t > 0, le profil garde la méme forme p"(t,u) = a + <p(N,u) Le courant
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macroscopique de I’équation (2.1.14) peut s’écrire
SF(p™) =6F(a) — N lvp — N726p2, v =(1-2a)s. (2.1.16)

Par changement d’échelle temporelle ¢ — tN~! nous obtenons & partir de
(2.1.16) et (2.1.15), ’équation suivante en la variable pn = @(tN,u) :

dupn + Nv-Von — §-V(pn)? ZDM Op N + O(NTH).

La transformation
mpy(t,u) = on(t,u — Nvt) (2.1.17)

permet d’annuler le terme divergent Nv - Vopn de la derniére équation aux
dérivées partielles ; on obtient & la limite une équation pour la variable m =
limy o0 my

om — §-Vm? ZDJ M

Notons que si @ = 1/2, il n’y a pas besom de recourir & la transformation
(2.1.17), puisque dans ce cas v = 0.

Rappelons quelques notations de la section 1.3.3. Dans [7], nous avons
considéré un systéme avec réservoirs hors équilibre en dimension d > 3, de
géneérateur donné par (1.3.29). La dynamique & lintérieur du domaine Qp
est ’exclusion simple asymétrique étudiée dans [52] et décrite ci-dessus. Au
bord I'y du domaine, la dynamique £; consiste en un processus de naissances
et de morts : pour chaque site x du bord gauche (resp. droit) du cylindre
Qn, lorsque le site est vide (resp. occupé), on crée (resp. on tue) une par-
ticule indépendament en chaque site au taux 61(1/2 + N~ 'b(x/N)) (resp.
61(1/2 — N~'b(x/N)). La fonction réguliére b(-) est fixée et définie sur un
voisinage du bord I'. LLa mesure initiale considérée est la mesure de Bernoulli
dont le paramétre est une perturbation d’ordre 1/N, de la constante 1/2 :
po(z/N) =1/2 4+ N mg(z/N).

Nous avons prouvé la loi des grands nombres, en établissant la conver-
gence faible pour les champs de densités accélérés

Nd 1 Z ( N2t >5x/N
TEQN

vers 1’équation

2 d 2
Om —6-Vym* =370 4 D0, ;m

m(0, -) =mo(-) (2.1.18)
m(t, )‘F =b(-) pourt>0,
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ou D est une matrice de diffusion dont I'expression est donnée par la for-
mule de Green-Kubo pour ce modéle. La démonstration est basée sur 'u-
tilisation de ’entropie relative, par rapport a la mesure V}V de Bernoulli de
profil 1/2 + +m(t, u), oit m est la solution de I'équation (2.1.18) [102]. Plus
précisément, désignons par upy(t) ’évolution de la mesure 1/9\, sous le semi-
groupe du processus, accéléré dans le temps par N2. La principale étape
de la démonstration consiste & montrer qu’a tout instant ¢ > 0, 'entropie
Hpun (t)|vY] de la mesure u(t) par rapport a vk, satisfait

lim N2 9 H[un ()] =0. (2.1.19)

N—oo
Le résultat découle ensuite de I'inégalité entropique (2.0.4).

La seconde approche pour atteindre les équations de Navier-Stokes est
proposée dans [43, 78|. Elle correspond aux corrections a la limite hydrody-
namique. Enfin, la derniére interprétation [78, 8, 79] repose sur 'analyse du
comportement de I’équation & temps grand.

2.2 Modéles a longue portée

Plusieurs articles traitent de 1’évolution macroscopique de systémes in-
teragissant via un potentiel de Kac, voir par exemple [64, 65, 66, 85] pour
les dynamiques conservatives et [31, 33, 85, 9] pour les dynamiques non-
conservatives. Nous renvoyons au livre de E. Presutti [94] pour une étude
synthétique et bibliographique.

Dans ce contexte, nous avons étudié les comportements hydrodynamiques
et hydrostatiques de deux types de modéles perturbés par un potentiel de
Kac : I'exclusion avec champ extérieur aléatoire et les processus de Blume-
Capel.

o Ezclusion avec désordre. Avec E. Orlandi et E. Saada [88], nous avons
travaillé sur le modeéle d’exclusion avec désordre perturbée par un potentiel
d’interaction de Kac (cf. (1.3.18)). Le processus que nous avons considéré
au niveau microscopique est construit pour 8 > 0, & partir de 'hamiltonien
HY* defini par (1.3.19), son générateur est donné par (1.3.22).

Les mesures invariantes pour la dynamique avec potentiel de Kac sont
les mesures de Gibbs définies dans (1.3.20), qui ne sont pas produit. Puisque
nous regardons le modéle comme une perturbation du processus pour 5 = 0,
nos mesures de référence sont les mesures produit (1.3.17), qui sont invari-
antes pour 8 = 0.
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Pour presque toute réalisation de ’environnement o € F,, nous démon-
trons que si les particules sont distribuées suivant un profil de densité initial
po, alors lorsque N 1 oo, les mesures empiriques convergent vers 'unique
solution faible de I’équation aux dérivées partielles

{ =0, ak{Dk,m(p){amp — BX(p) (O * P)}} : (22.1)
p(0,-) = po(-),

ou la compressibilité x(-) du systéme est définie dans (2.1.11) et (2.1.12). La
matrice de diffusion est donnée par la formule (2.1.13). L’équation (2.2.1)
peut se mettre sous forme d’une équation différentielle intégrale

% _ g (e
2= (cv5).

ou la fonctionnelle de ’énergie G(p) est

6(0) = [ aotrar =5 [ [ 3t = ptripta'yarar

et o(p) est la conductivité ou la mobilité, associée au systéme pour = 0.
La fonction de I’énergie libre gg est donnée par

9o(p) = pro(p) — po(Mo(p))

pour la pression py définie dans (2.1.10).

Les propriétés de la fonctionnelle de ’énergie ont été utilisées dans plusieurs
travaux pour étudier la ségrégation de phases. Dans ce contexte, les deux dy-
namiques de Glauber et de Kawasaki pour le modéle d’Ising avec potentiel
de Kac ont été largement étudiées. Citons ici les articles [64, 65, 66] ; dans les
deux premiers, les auteurs ont étudié la ségrégation de phase en utilisant les
équations hydrodynamiques pour le modéle d’exclusion sans environnement
aléatoire (« constant). Le troisiéme article étudie I’hydrodynamique pour
I’exclusion avec un potentiel & portée finie, pérturbée par un le potentiel de
Kac.

o Modéles de Blume-Capel. Dans 'article [85], en collaboration evec R.
Marra, nous avons étudié les dynamiques de Blume-Capel avec potentiel
d’interaction de Kac. Nous avons considéré ces modéles dans le cas conser-
vatif avec une dynamique d’échange de particules de type Kawasaki, et une
dynamique de flips de spins non conservative (Glauber), cf. le chapitre 1.3.2.
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Nous avons établi les limites hydrodynamiques en volume infini pour les
deux types de modéles. Comme ces dynamiques possédent deux quantités
conservées, la magnétisation et la concentration, 1’évolution macroscopique
est décrite pour chacune de ces dynamiques, par un couple d’équations aux
dérivées partielles.

Pour la dynamique de type Kawasaki, nous avons utilisé la méthode
d’entropie spécifique introduite dans [61]|. Puisque la dynamique pour g >
0 est une perturbation du processus a température infinie § = 0, il est
naturel de considérer comme mesures de référence les mesures invariantes
pour cette dynamique. Nous avons démontré que si initialement, au niveau
microscopique la magnétisation et la concentration sont distribuées suivant
un couple de valeurs convenable (myg, ¢p), alors & tout instant ¢ > 0, le couple
(my, ¢¢) formé par la magnétisation et la concentration est donné par I'unique
solution faible du systéme d’équations

om=V-|Vm— 26(¢ — (m)2) (VJ * m)} ,
O =V |Vo—28m(1 - 9)(VJ «m)| (22.2)
m(0,-) =mo, ¢(0,-) = oo,

ou * désigne le produit de convolution.
L’équation (2.2.2) peut s’écrire en fonction du flux gradient via la fonc-
tionnelle de I’énergie libre G :

W= [arfam)+ 5 [ar [arse—)mr) - m)P

ott u:= (m, @) et fO(u) est donnée par
£O(u) o= = m? 4 6+ 57 [+ 6) og(m + 6) + 1 (6 — m) log(p — m)+
(1-6)log(1 - ¢) — ¢log?2] .
Avec ces notations les équations (2.2.2) peuvent se mettre sous la forme

Osp = Z Z Mgka i] {=1,2

i=1 k=1,2

ou encore sous forme vectorielle

61}Q: V <MV§Q>,
ou
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ol nous avons désigné par 5g la dérivée de G par rapport a la variable uy et
par M la mobilité du systéme donnée par la matrice 2 x 2

M = (1~ ¢) (“dﬁfé? m)
mo ¢

L’étude de la séparation de phases peut se faire par une analyse de la fonc-
tionnelle de I'énergie G.

Le comportement hydrodynamique pour le modéle de Blume-Capel de
type Glauber est décrit par le systéme d’équations

<m<c>> B gf(m<c>7¢<c>)

¢ ) \G5(m®,¢@) )’ (2.2.3)
()~ ()
¢(0,.))  \¢o )’

ou gf, g§ sont définies par

glﬁ(m,gb) = i{tanhg(a+h’)+tanh§(a—h’)}

+izl{tanhg(a+h’)—tanhg(a—h’)}—im
+Z{2tanhﬁa—;tanhg(a—kh')—;tanhg(a—h')}
et
G (m, ¢) = le{tanhg(a—i-h')—tanhg(a—h’)}
-l—legl{tanhg(a—h')—i—tanhg(a—i-h’)}
4§{tanh§(a+h’)—tanhg(a—h’)} %(2—?@),
avec
a=2mx*xJ+X\, h =X— J(x)dx

Rd
et les parameétres A; et Ay sont définis dans la formule (1.3.26).
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2.3 Modéles non conservatifs

Je me suis intéressé & deux types de modéles non conservatifs, des proces-
sus de naissances et morts et des modéles de spin-flip. L’étude du comporte-
ment hydrodynamique des processus de naissances et de morts constitue le
sujet de ma thése de doctorat. Les dynamiques microscopiques considérées
sont des processus de sauts, de naissances et de morts : sur le tore discrétisé
T‘f\,, des particules sautent indépendamment les unes des autres, elles sont
créées et détruites selon des taux non linéaires, voir la section 1.3.3. J’ai util-
isé des méthodes développées pour les systémes conservatifs. Les équations
obtenues par passage a la limite sont des équations de type réaction-diffusion
[86, 87]

p(0, ) =po(-),
ou F(-) est une fonction non linéaire.

Dans le premier travail [86], j’ai utilisé la méthode d’entropie de Guo,
Papanicolaou & Varadhan [67]. La mesure invariante n’étant pas connue
explicitement, j’ai considéré comme mesures de références celles qui sont
invariantes pour la dynamique de sauts, c’est-a-dire les mesures produit de
Poisson (v,),>0 définies dans (1.3.4) avec g(k) = k pour tout k& € N. Bien
que ces mesures ne soient pas invariantes pour la dynamique, j’ai controlé,
sous des conditions sur les taux des naissance et de mort, la croissance de
Pentropie (cf. (2.0.1)) du processus par rapport & ces mesures. Ceci m’a
permis d’étendre les méthodes de [67] au processus étudié.

{ Op =Ap + F(p) (2.3.1)

Dans le second article [87], j’ai adapté la méthode d’entropie relative
de Yau [105], qui consiste & ramener (grace a l'inégalité entropique (2.0.4))
I’étude de la limite hydrodynamique & celle de 'entropie relative : j’ai prouvé
que si 'entropie H{[(0)[v,(,.)] de la mesure initiale p(0) par rapport & v, .
est de l'ordre o(N), alors & tout instant ¢ > 0 I'entropie H[u(t)|v,(,)] de
la mesure u(t) par rapport aux profils p(t, ) qui sont solutions réguliéres de
Péquation (2.3.1) reste de méme ordre o(N), ou u(t) = pS(t) et {S(t) ,t > 0}
est le semi-groupe associé au processus.

Les travaux autour des dynamiques de spin-flip auxquels je me suis in-
téressé portent sur deux types de modeles : les modeles de Glauber [9] décrits
dans le paragraphe 3.2.2 sur les grandes déviations, et le modéle de Blume-
Capel a longue portée de générateur (1.3.28), dont le comportement hydro-
dynamique est décrit par le systéme d’équations couplées (2.2.3), cf. [85].
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2.4 L’hydrodynamique en volume infini

En collaboration avec C. Landim, nous avons étudié le comportement hy-
drodynamique des processus de zero-range asymétriques de moyennes nulles
en volume infini [74]. La méthode de Guo, Papanicolaou & Varadhan repose
sur le controle de ’entropie, par rapport aux mesures invariantes.

En volume fini, on démontre que si initialement cette entropie est de
I'ordre de la taille du volume, alors & tout instant ¢ > 0, I'entropie reste
encore de méme ordre. En volume infini, on définit U'entropie spécifique [61,
106, 74] comme combinaison adéquate des entropies des mesures invariantes
restreintes aux boites finies.

Soit g(+) une fonction de saut et p une probabilité de transition vérifiant
(1.3.1) qu’on suppose asymétrique de moyenne nulle, c’est-a-dire )z p(z) =
0. Considérons le processus de zero-range (1;)¢>0 qui évolue sur S = Z% et ac-
céléré par N2, otl N est le paramétre de 1’échelle spatiale (cf. section 1.3). Le
générateur de la dynamique est donné par N2L, ou £ est défini par (1.3.2).

Pour une densité fixée p > 0, soit v, la mesure produit invariante pour le
processus de zero-range défini par (1.3.4). Pour toute mesure p sur l'espace

d'états X = NZ° et pour tout entier n € N* notons u, la marginale de y sur
X?’L g N{inv 7n}d :

pn(§) = p{mn(z) =&(x) pour [z[ <n},  pour tout € X,,.
ol pour r = (xh - 7xd) c Zd7 ‘x’ = 1I23<Xd‘xz‘ Si U= Vp, 0N note p, = Vpmn-
_Z_
L’entropie spécifique de la mesure p par rapport a la mesure v, est définie
par
H(p) == N1 ZH [t |Vp ] —(Inl/N)
n>1

ott pour tout n € N*, H[u,|v, ] est I'entropie de la mesure j,, par rapport
a la mesure v, ,, définie par les formules (2.0.1) et (2.0.2).

On démontre sous certaines conditions sur g, que si initialement cette
entropie spécifique est d’ordre IV, alors a tout instant ¢ > 0 Ientropie spéci-
fique reste du méme ordre. Une telle borne sur ’entropie permet d’étendre
au volume infini la démonstration de Guo, Papanicolaou & Varadhan [67] sur
le comportement hydrodynamique des systémes de particules en interaction.

Signalons que pour les processus de Blume-Capel [85], nous avons égale-
ment étudié 'entropie spécifique et le comportement hydrodynamique en
volume infini (voir la section 2.2).
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Chapitre 3

Les grandes déviations

Une fois un résultat sur un comportement limite établi, se posent na-
turellement les questions de la vitesse de convergence vers la limite, et d’un
principe de grandes déviations. Ainsi, la limite hydrodynamique d’un systéme
de particules est une loi des grands nombres pour les mesures empiriques,
et la probabilité d’observer une déviation de I’état le plus probable décroit
vers 0; un principe de grandes déviations montre que cette décroissance est
exponentielle.

Les premiers résultats sur de grandes déviations autour de la limite hydro-
dynamique de systémes de particules sont ceux de Donsker & Varadhan [48],
puis ceux de Kipnis, Olla & Varadhan [72], pour des modéles & 1’équilibre.
S’ensuivra un grand nombre d’articles sur le sujet (voir les recueils [69, 101]
synthétiques et bibliographiques). Leurs méthodes ont été adaptées dans [13]
pour établir un principe de grandes déviations dynamique pour ’exclusion
simple symétrique en dimension 1 avec réservoirs.

Dans [96], Quastel, Rezakhanlou & Varadhan ont développé des tech-
niques de preuves des grandes déviations pour des modeéles o la fonction-
nelle n’est pas convexe.

Mes travaux de recherche portent sur les grandes déviations dynamiques

pour la densité empirique de systémes avec réservoirs et de modéles & longue
portée.
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3.1 Modéles avec réservoirs

Cette partie décrit les travaux [20] sur exclusion simple faiblement
asymeétrique et [58] sur l'exclusion avec changement de vitesse.

3.1.1 Exclusion simple faiblement asymétrique

Avec L. Bertini et C. Landim [20], nous avons démontré un principe de
grandes déviations dynamique pour le processus d’exclusion simple faible-
ment asymétique sur un segment Qy = {—N,--- , N} de dimension 1 avec
des réservoirs & ses extrémités. Le générateur du processus est de type
(1.3.29). La dynamique a l'intérieur de 2 a été décrite dans la sous-section
1.3.3, son générateur est donné par (1.3.11). L’asymétrie a I'intérieur du do-
maine est d’ordre E/N pour un réel E fixé. L’action des réservoirs au bord
de Qp est défini par le générateur

(Lof)(n) = (L-nf)(n) + (Lynf)(n)

2
(LN f)(n) = N7 - (n(=N + 1)) [f(o™ ¥ y=F) — f ()]
2
(Len§)) = S e (N = D) [F0¥ ) = F(m),

pour x € Qu, la configuration n* est définie par (2.1.8), et cx : {0,1} - R
sont données par

cr(¢) = preFP/CN(1 () 4 (1 — pu)et B/

Le comportement hydrodynamique a été établi pour ces modéles sans
réservoirs dans [36, 63, 72|. Avec réservoirs, le comportement hydrodynamique
est décrit par 'équation de Burgers visqueuse avec conditions de Dirichlet
aux extrémités du segment [—1,1] :

dep + gvx(p) - %Ap =0
pr(£1) = px (3.1.1)
po(u) =~(u),
ou x : [0,1] = Ry est la mobilité du systéme, définie par x(a) = a(l —a), et
p+ € (0,1) sont les densités fixées aux extrémités +1.
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A cause du terme de viscosité non linéaire dans ’équation hydrody-
namique (3.1.1), la fonctionnelle d’action Z des grandes déviations n’est pas
convexe ; cependant nous adaptons les grands axes des méthodes générales
de [48, 72|. Pour cela, nous modifions les preuves des bornes supérieure et
inférieure des grandes déviations en reprenant quelques arguments de [96].

La stratégie de base de la preuve de la borne inférieure est en deux étapes :
d’abord, par les mémes arguments que dans |72, 69|, pour des trajectoires
réguliéres : en effet, en se placant dans un espace de Hilbert convenable et
en se basant sur le théoréme de représentation de Riesz, nous obtenons une
représentation explicite de la fonctionnelle d’action. Plus précisément, si une
trajectoire 7 satisfait Z(m) < oo, alors il existe une fonction H : [0,1] — R
telle que

1 E
{ Oy — §A7Tt + gvX(ﬂ't) = _V{X(Trt)VHt} ’ (3.1.2)

Hy(£1) = 0.

De plus, la fonctionnelle d’action pour la trajectoire m en fonction de H
s’écrit :

_ 2
I(m) = /0 dt /[_171] () [VH da.

Notons que le membre de gauche de I’équation (3.1.2) est exactement l’équa-
tion hydrodynamique (3.1.1). La premiére étape s’obtient alors comme dans
[72, 69] en étudiant le comportement hydrodynamique d'un procesus auxil-
iaire, construit comme une perturbation faible du processus original par un
champ extérieur, impliquant une fonction réguliére H.

La seconde étape consiste a généraliser la borne inférieure a toutes les tra-
jectoires par 'argument de densité suivant : étant donné une trajectoire m de
fonctionnelle d’action finie, i.e. Z(7) < oo, on construit une suite convenable
de trajectoires réguliéres {m,} telles que m, — 7 (dans ’espace topologique
des trajectoires) et Z(m,) — Z(m). C’est & ce stade de la preuve que la con-
vexité de la fonctionnelle joue un réle important dans [72, 13|. Pour remédier
& ce probléme de convexité, nous modifions la définition de la fonctionnelle
Z en lui imposant d’étre infinie pour les trajectoires qui ne satisfont pas
une évaluation de ’énergie (“energy estimate”) appropriée. Pour montrer la
densité pour la fonctionnelle modifiée, nous adaptatons des arguments dans
[95, 96] au cas des réservoirs. Le fait que la mesure invariante pour le sys-
téme n’est ni produit, ni connue explicitement, et le manque d’invariance par
translation des mesures de référence exigent des outils supplémentaires.

D’autre part, la modification dans la définition de la fonctionnelle Z rend
la preuve de la borne supérieure plus difficile que dans [72, 13| : en effet
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nous avons besoin de montrer que 1’évaluation de 1’énergie a lieu avec une
probabilité sur-exponentiellement proche de 1.

Signalons enfin qu’en se basant sur nos résultats, Bertini, Gabrielli &
Landim ont étudié ’énergie libre hors équilibre de 'exclusion simple faible-
ment asymétrique [19].

3.1.2 Exclusion avec changement de vitesse

En collaboration avec J. Farfan et C. Landim [58], nous avons donné une
preuve des grandes déviations qui s’applique & une classe de modéles avec
réservoir plus larges en toute dimension. Pour illustrer la méthode, nous
avons considéré le processus d’exclusion avec changement de vitesse.

IL’obtention des comportements hydrodynamique et hydrostatique dans
cet article & été résumée dans le chapitre 2. La dynamique microscopique a
Pintérieur du domaine est donnée par (1.3.10). La dynamique au bord T'y
du domaine est choisie de telle sorte que le générateur L soit réversible par
rapport & la mesure produit de Bernoulli I/X,(') de parameétre v, ou () est
une fonction définie sur un voisinage de I dont la restriction a I soit b(-), la
densité que nous fixons au bord du domaine. L’équation hydrodynamique,
donnée par (2.1.5) est non-linéaire du second degré,

La contribution de cet article aux grandes déviations dynamiques est une
importante simplification de la preuve de la borne inférieure. La fonctionnelle
d’action des grandes déviations dynamiques n’est pas convexe; comme dans
larticle [20], nous avons suivi les grandes étapes du cas non convexe [72, 13]
en adaptant les techniques de [95, 96, 20, 89]. La principale différence par
rapport aux articles précédents réside dans la preuve de I'extension de la
borne inférieure et la densité relative a la fonctionnelle d’action Z. En effet,
cette propriété de la densité a été démontrée dans [20, 96, 89| en approximant
en plusieurs étapes une trajectoire générale 7 par une suite de profils de plus
en plus réguliers, et nécessite donc le choix approprié d’une régularisation
par convolution spatiale et temporelle.

Afin d’achever I'étape de régularisation spatiale pour des modéles qui
évoluent sur tore |72, 69], il est naturel d’utiliser la convolution des trajec-
toires par le noyau gaussien. Dans le cas de systémes avec réservoirs 20|,
cette étape n’est pas simple, car le bord du domaine empéche 1'utilisation
du noyau gaussien, nécessitant 'utilisation de la résolvante du mouvement
brownien tué aux bord. Nous avons proposé dans notre article une démon-
stration plus simple pour la régularisation spatiale et temporelle : étant donné
une trajectoire 7, et H la fonction associée par 1’équation (3.1.2), nous ap-
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proximons H par une suite de fonctions réguliéres (H,, ),en, et nous montrons
que la suite des trajectoires associées (7, )nen converge vers la trajectoire 7
et Z(mp) — Z(m).

3.2 Modéles a longue portée avec désordre

3.2.1 Exclusion avec champ extérieur aléatoire et potentiel
de Kac.

Avec E. Orlandi [89], nous avons travaillé sur les grandes déviations dy-
namiques de 'exclusion avec champ extérieur aléatoire perturbée par un
potentiel d’interaction de Kac. Le modéle de spins que nous avons considéré
évolue dans le tore de dimension d > 3, de largeur N. Le potentiel d’inter-
action de Kac de portée N a été défini dans (1.3.18). Le champ extérieur
aléatoire est défini par des variables aléatoires indépendantes bornées de loi
invariante par translation. Le processus est construit pour 8 > 0 & partir de
I’hamiltonien Hf,’a deéfini par (1.3.19), son générateur est donné par (1.3.22).

La limite hydrodynamique a été établie dans [75]. L’équation obtenue est
donnée par (2.1.3), elle est construite a partir de la matrice de diffusion D
définie par (2.1.13). Le comportement hydrodynamique sans le potentiel de
Kac a été étudié dans [56], ou la formulation variationnelle de la matrice de
diffusion D a été établie par la formule de Green-Kubo (cf. (2.1.13)).

Dans cet article nous établissons, pour presque tout environnement aléa-
toire, un principe de grandes déviations. La fonctionnelle d’action n’est pas
convexe ; nous suivons les grandes lignes de [48, 72| en adaptant & notre sit-
uation les techniques introduites dans [95, 96]. De plus, le fait que le modéle
soit non-gradient et la présence du potentiel de Kac & longue portée ren-
dent I’analyse plus délicate. Nous démontrons en outre que la fonctionnelle
d’action associée aux grandes déviations est semi-continue inférieurement et
admet des ensembles de niveau compacts.

3.2.2 Modéle de Glauber avec champ extérieur aléatoire et
potentiel de Kac.

Avec O. Benois, E. Orlandi, E. Saada et L. Triolo 9], nous avons étudié
les limites hydrodynamiques et les grandes déviations pour des modéles de
Glauber soumis aux potentiels d’interaction de Kac avec champ extérieur
aléatoire.
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En mécanique statistique a I’équilibre et hors équilibre, plusieurs travaux
ont fait 'objet d’une étude autour des modeéles d’Ising avec potentiel de Kac
sans désordre. Nous nous référons au livre de Presutti [94] pour une synthése
bibliographique sur le sujet. Les grandes déviations dynamiques pour ces
modéles sans désordre ont été étudiées par Comets dans [31].

Nous avons considéré un modeéle réversible, de spin-flip en dimension
d > 1, sans loi de conservation, sur le tore de taille N, décrit dans la sous-
section 1.3.2. Le potentiel d’interaction de Kac de portée N est défini par
la formule (1.3.18); le générateur infinitésimal est donné pour 8 > 0 dans
(1.3.23), via 'hamiltonien Hﬁ/a, défini par (1.3.19). Le champ extérieur aléa-
toire est déterminé par des variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées qui prennent un nombre fini de valeurs a; € R avec les proba-
bilités p;, pour ¢ = 1,...,£, ou £ un nombre entier fixé. Les propriétés de
Péquilibre statistique de ces modeéles ont été largement étudiées, voir [21]
pour un recueil de résultats. Des modéles similaires en dimension d = 1 ont
été analysés dans les articles [26, 27, 28, 92].

Le principal résultat de notre article est ’obtention d’un principe de
grandes déviations de la magnétisation empirique m pour presque toute con-
figuration du désordre (en anglais, “quenched limit”). Contrairement au cas
non-aléatoire étudié dans [31], notre modéle n’est pas un champ moyen ; pour
pallier cette difficulté, nous avons considéré le f-uplet, m = (my,--- ,my)
dont chaque composante m; correspond au champ de la magnétisation sur
I’ensemble des sites ol 'environnement prend la valeur a;. Chaque com-
posante du vecteur aléatoire m peut alors étre traitée comme un champ
moyen, en tenant compte du fait que toutes les composantes sont liées en-
tre elles. Puisque m = Zfi 1M, le principe des grandes déviations de la
magnétisation m est ensuite obtenu par le principe de contraction.

3.3 Modéles a longue portée avec réservoirs

Comme nous l'avons signalé dans le chapitre 2, les systémes a longue
portée interagissant via un potentiel d’interaction de Kac ont suscité un in-
térét considérable dans 'étude de la séparation de phases des états d’équili-
bre pour les systémes de particules. Les versions dynamiques de ces gaz sur
réseau dans le cas périodique (sans réservoirs) et en volume infini Z¢, ont été
analysées dans [64, 65, 66, 2, 85, 75, 89]. Les états d’équilibre pour ces sys-
témes sur le tore ou en volume infini, ont également été largement examinés
[68, 81, 93, 94]. Une perspective naturelle est alors d’examiner la possibilité
d’étendre ces résultats aux systémes avec réservoirs.
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Dans cet esprit, dans 'article [91] nous avons étudié avec E. Orlandi
un systéme de particules qui modélise un gaz sur réseau a longue portée,
évoluant dans un domaine borné auquel nous avons imposé des réservoirs
& la frontiére. La dynamique & l'intérieur du domaine suit un processus de
Kawasaki perturbé par un potentiel de type interaction de Kac. Afin de
décrire le modéle simplement, plagons nous en dimension 1, et considérons
un entier N assez grand et deux densités (du bord) positives 0 < p~ <
pT < 1. L’espace macroscopique est le segment A = [—1,1] et les particules
évoluent au niveau microscopique sur l'espace Ay = {—N,...,N}. Pour
définir Uinteraction entre particules, comme dans (1.3.18), on considére un
noyau de probabilité invariant par translation J(-,-), symétrique, régulier et
de rang 1 : J(u,v) = J(0,v — u) pour (u,v) € R? J(0,u) = 0 pour tout
lu| > 1, et [J(0,u)du = 1.

A cause de la frontiére et en tenant compte du confinement des particules
a l'intérieur du domaine, une modification du potentiel de Kac (1.3.19) est
nécessaire. Pour z et y dans Ay, en plus de I'interaction de paire J(x/N,y/N)
entre x et y, nous imposons au site z (au moyen du potentiel J(-,-)), les in-
teractions entre /N et les reflexions de y/N par rapport aux points —1 et
+1. Le potentiel d’interaction de Kac pour le modéle avec réservoirs, que
nous appelons 'interaction de “Neuman” est alors défini par

JHM (u,v) = J(u,v) + J(u, 2 —v) + J(u, —2 —v).
Nous obtenons un noyau de probabilité symétrique sur A :
JM (yyv) = J M (v, u) et Yu € A, /AJ”wm(u,v)dv =1.
Ainsi, on définit 'interaction de paire entre deux sites x and y de Ay par
Ine,y) = N 2y

et I’énergie d’interaction totale est donnée comme dans (1.3.19) par 'hamil-
tonien

HN(”):_% > In(@,yn(zn(y) .- (3.3.1)

w??JGAN

Signalons que ce choix d’interaction et de potentiel a été utilisé dans [34].
Nous avons étudié le processus dans le cas diffusif. Le générateur du pro-
cessus de Markov qui caractérise le systéme de particules est de type (1.3.29) ;
la partie du générateur qui décrit ’évolution des particules & l'intérieur du
domaine est de type (1.3.22) avec 8 > 0 et o = 1, et au bord la dynamique
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est construite de telle fagon qu’elle fixe les densités respectives p~ et pT aux
bords gauche et droit.

Le comportement hydrodynamique du systéme partant d’une mesure as-
sociée a un profil donné est démontré pour tout 8 > 0. L’équation est dif-
férentielle intégrale quasilinéaire de type (2.1.3), avec D = I et condition de
Cauchy au bord, ou I désigne la matrice identité.

La limite hydrostatique est obtenue seulement pour S plus petit quune
certaine valeur By = [Bo(€2,J). Nous avons suivi I’approche de [58|, basée
sur le fait que I’équation stationnaire est un attracteur global de 1’équation
hydrodynamique. La restriction & By vient de ce que nous étions dans l'in-
capacité de démontrer cette derniére propriété pour 5 petit.

Le second résultat principal de l'article concerne les grandes déviations
des mesures empiriques autour de la limite hydrodynamique.
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Chapitre 4

Perspectives

Dans cette section nous passons rapidement en revue quelques thémes
de réflexion sur les sujets abordés dans le mémoire. Certains problémes con-
stituent des travaux en cours.

Les références citées avec les initiales des auteurs se trouvent a la fin de ce
chapitre.

4.1 Modéles a longue portée avec réservoirs

Que ce soit pour 1’étude des propriétés dynamiques ou pour la séparation
de phases des états d’équilibre, les modéles & longue portée interagissant via
un potentiel d’interaction de Kac ont suscité un intérét considérable dans
I’étude des gaz sur réseau. Une description de ces systémes a été fournie
dans la synthése (voir sous-section 1.3.2. pour leur introduction, la section
2.2 pour leurs limites hydrodynamiques, et les sections 3.2 et 3.3 en ce qui
concerne les résultats sur les grandes déviations). Nous renvoyons au livre de
E. Presutti [94] pour une étude synthétique et bibliographique sur les travaux
existants. Une perspective naturelle est d’examiner la possibilité d’étendre
ces résultats aux systémes avec réservoirs.

Diverses versions dynamiques des systémes & longue portée avec poten-
tiel de Kac, dans le cas périodique (sans réservoirs) et en volume infini (Z4),
ont été analysées dans [64, 65, 66, 2, 85, 88, 89, 90]. Dans un article récent
[34], De Masi, Presutti & Tsagkarogiannis ont analysé les équations macro-
scopiques associées & ces modeéles sur un segment borné, en dimension 1
avec conditions aux limites. Ils ont construit, dans le régime de transition de
phase, des solutions stationnaires de ce type de probléme aux limites, et ont
étudié la validité de la loi de Fourier dans la limite thermodynamique. Dans
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[91], avec E. Orlandi, nous avons étudié les comportements hydrodynamique
et hydrostatique, ainsi que les grandes déviations autour de la limite hydro-
dynamique. Nous avons considéré un systéme qui modélise un gaz sur réseau
a longue portée, évoluant dans un domaine borné auquel nous avons imposé
des réservoirs 4 la frontiére. La dynamique & 'intérieur du domaine suit un
processus de Kawasaki perturbé par un potentiel d’interaction de Kac. La
dynamique qui modélise 'action des réservoirs aux bords du domaine est
un processus de Glauber qui consiste & imposer deux densités p_ et p; aux
bords gauche et droit du segment. Différentes questions se posent :

1. Etendre ces résultats aux dimensions supérieures.
2. Etudier les modeéles avec différentes conditions aux bords.

3. Etudier les grandes déviations pour la mesure stationnaire hors équili-
bre.

4. Obtenir des équations hydrodynamiques dont les matrices de diffusion
sont dégénérées, et étudier les états stationnaires associés.

4.2 Limites incompressibles

Une question qui nous intéresse est la dérivation des équations de Navier-
Stokes dans un domaine borné avec conditions au bord. Il s’agit de la suite
de l'article [7], décrit dans la section 2.1. Avec O. Benois, R. Esposito et R.
Marra, nous avons étudié la limite incompressible du processus d’exclusion
simple asymétrique dans un domaine ouvert, muni de réservoirs de particules
A sa frontiére. Les réservoirs, de densité constante, sont modélisés par des
processus de naissances et de morts. Nous prouvons que, lorsque la densité
initiale et la densité des réservoirs sont proches de 1/2, le champ de densité
empirique converge vers ’équation de Burgers avec conditions de Dirichlet
au bord. Le premier probléme concerne la généralisation des travaux de [7]
au cas ol la densité initiale est proche d’une constante quelconque 0 < a < 1.

Le second probléme porte sur des modéles plus complexes, qui perme-
ttent d’obtenir rigoureusement, comme limite incompressible, les équations
de Navier-Stokes dans un domaine borné avec des conditions de Dirichlet
au bord. Il s’agit d’étudier le comportement hydrodynamique et les grandes
déviations pour les modeles considérés dans les articles ([EMY], [QY]) dans
un domaine ouvert avec conditions au bord du domaine.
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4.3 Les équations de réaction-diffusion

Ces équations ont été largement étudiées dans la littérature. Leurs do-
maines d’applications sont trés nombreux : la mécanique, la physique, la
chimie, la technologie, la biologie et de nombreux autres domaines.

Les équations de réaction-diffusion ont fait 'objet d’une étude dans les
articles [86] et [87], elles sont de type

Op=Ap + Flp). (4.3.1)

Les dynamiques microscopiques considérées sont des processus de sauts, de
naissances et de morts. Au niveau microscopique, les particules se déplacent
suivant des marches aléatoires indépendantes (ce qui donne par passage a
la limite, le terme laplacien (Ap) dans la limite hydrodynamique. Le terme
source F(-) s’écrit sous la forme F(p) = b(p) — d(p), on b(p) (resp. d(p))
dépend du processus et plus précisément du taux de naissance (resp. de mort)
de particules au niveau microscopique. Des améliorations ou généralisations
peuvent étre apportées aux travaux concernant ces modéles dans plusieurs
directions.

e Modeéles avec reservoirs et mesures stationnaires. Une question naturelle
suite & I’obtention de la limite hydrodynamique est 1’étude des grandes dévi-
ations pour ces processus non conservatifs. Les grandes déviations ont été
étudiées sous des conditions de convexité sur le terme source F'(-), d’abord
par Jona-Lasinio, Landim & Vares [JLV] sur un domaine avec conditions
périodiques (le tore), puis récemment par Bodineau & Lagouge dans deux
articles (|[BL1]|, [BL12]), en dimension 1 pour des modéles avec réservoirs.

Le premier probléme porte sur ’étude de 'hydrostatique, et sur ’exten-
sion des résultats sur les grandes déviations & toutes les dimensions et avec
des conditions plus faibles sur le terme source F'.

Un autre probléme d’intérét concerne les fluctuations pour ces modéles.
Signalons que méme sur le tore, les mesures invariantes ne sont pas connues
explicitement. 1l s’agirait alors d’obtenir des fluctuations pour des systémes
hors équilibre.

o Explosion en temps fini (“Blow-up”). Une des propriétés les plus remar-
quables des équations de type (4.3.1) est la possibilité qu’elles produisent
des singularités. En effet, méme & partir de données réguliéres, la solution
peut développer des singularités en temps fini, celles-ci sont produites en rai-
son de la présence du terme non linéaire F'. Elles sont dues & une croissance
rapide vers l'infini de la densité dans un temps fini. Le phénomeéne est connu
sous le nom d’explosion (“blow-up”).
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Dans cette perspective, il est intéressant de comprendre le comporte-

ment microscopique de ce genre de systémes, et en particulier d’étudier leurs
singularités.
o Systémes d’équations de réaction-diffusion. Les systémes d’équations de
réaction-diffusion couplées, peuvent étre obtenus & partir des systémes de
particules. Les dynamiques microscopiques en question décrivent 1’évolution
de plusieurs espéces (de particules) qui cohabitent dans un environnement et
qui rentrent en compétition. Ces processus sont utilisés comme modéles pour
les réactions chimiques, ’épidémiologie, les dynamiques de populations. ..

11 serait intéressant d’étudier les grandes déviations autour de la limite
hydrodynmique, ainsi que les problémes liés aux mesures stationnaires hors
équilibre.
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