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par Paul Lescor.

Dans cette note, nous apportons quelgues
précisions auvx résultats de [3] et de [4]; en
particulier, nous déterminons complétement les
groupes finis non nilpotents de degré de commu-

tativité 7 et les groupes finis non résolubles de

o] .y
degré de commutativité o Pius précisément, dans

la premiére partie, nous résolvons le probléme
posé dans I'introduction a [4] pour la classe des
groupes nilpotents et, dans la seconde partie, nous
le résolvons pour la classe des groupes résolubles ;
dans la troisiéme partie, nous présentons 'amorce
d’une généralisation de la théorie du degré de
commultativité, consistant & remplacer les couples
d’éléments du groupe considéré par des n-uplets
n=z=2)

Les notations et les définitions sont celles de
[4]; en particulier, tous les groupes considérés
sont finis. En outre, pour tout élément x d'un
groupe G, ofx) désignera 'ordre de x dans G,
et, pour tout entier n > 1, N, désignera ensemble
{1, ...,n}. Le symbolc M, di a Paul Halmos,
indiquera la fin d’une démonstration.

A. — GROUPES NON NILPOTENTS EXTREMAUX.

Nous entendons par 1a un groupe non nilpotent
ayant le plus grand degré de commutativité

.1 \ A
possible, c’est-a-dire 3 d’aprés le théoréme 3 et la

remarque finale de [3]. Définissons, pour tout
entier m = 1, un groupe G,, de la fagon suivante :

G, =<{o,tjo*=1" =1, 1 o1 = o )

On vérifie aisément que G, est d’ordre 3.27,
que Z(G,,) = {t*) est d’ordre 2™, que G, /Z(G,)
est isomorphe a S, (en particulier, G, n’est pas
nilpotent), et que Gj, = {o) est d'ordre 3. De
plus, A,, = {o, T*) est un sous-groupe commutatif
distingué de G,,, donc le degré de tout caractére
irréductible de G, divise |G, : A,| = 2 ([5, p. 77,
corollaire]}, i.e. est égal 4 1 ou a 2. Soit A, le
nombre de caractéres irréductibles de degré 2 de
G, ; on a (d’aprés [3, p. 276, 1° et 2°)):

1Grl d(Gn) = k(Gp) =k + 1GR/Gh!
[Grl = |Gun/Gr| + 4hn,

soit
32d(G,) = A, + 2™
327 =2"+ 44,.

La seconde de ces équations nous donne que
An=2""1, la premiére implique alors que

1
d(G,) = ol Les G,, sont donc des groupes non

nilpotents extrémaux ; en fait, comme nous allons
le voir, ce sont les seuls, 4 un facteur direct
abélien prés:

Théoréme 1. — Soit G un groupe non nilpotent
extrémal ; alors il existe un groupe commutatif A
et un entier r = 1 tels que G soit isomorphe 4
G, x A,

Remarque. — G, est isomorphe 4 8,, et G, au
groupe qui apparait dans la remarque suivant le
théoréme 5 de [4].

Démonstration. — Soit G un groupe non
nilpotent extrémal ; d’aprés le théoréme 5 de [4],
G/Z(Q3) est isomorphe a4 S;; en outre, le méme
raisonnement que dans la preuve du théoréme 3
de [3] montre que G’ est d’ordre 3. Soit ¢ un
générateur de G'; il est clair que o n’appartient
pas 4 Z((G), donc il existe un élément x de G
tel que x 'ox # ©. On a alors x " 'ox = ¢~ * (car
{oy = G" <1 G); en remplagant au besoin x par
x°, ou s est la partie impaire de w(x), on peut
supposer que l'ordre de x est une puissance de 2.
Choisissons maintenant un €lément z de G d’ordre
minimal tel que @(z) soit une puissance de 2 et
que z 'oz = ¢ . En raison de l'isomorphisme
G/Z(G) ~ S,;, on a u = z?¢ Z(G); en outre, la
définition de z entraine que, pour tout 2-élément
v de Z(G)

(*) o{ur®) = ou).

Supposons u = 1; alors z est une involution
de G n’appartenant pas a4 Z(G), done, d’aprés la
remarque suivant la démonstration du théoréme 5
de [4],

G~ 8, x Z(G) ~ G, x Z(G),
d’ol le résuitat. On peut donc supposer u # 1;
(*) nous donne alors que u n'est pas le carré

d’un Elément de Z(G), donc que (u)y est
un  facteur direct de Z((G). Ecrivons
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Z(G) = {uy x Z,; il est maintenant clair que
G = {o,z) x Z, est isomorphe 4 G, x Z,, ou
2 = w(z), g.ed. ]

B. — Grouprs NOi\l RESOLUBLES EXTREMAUX.

D’aprés le théoréme 1 de [4], tout groupe fini

non résoluble est de degré de commutativité au
1, 1

plus 1’ en outre, d(A;) = 7 Dong, A; est un
groupe non résoluble extrémal (au sens évident
de cette expression); nous allons démontrer,
améliorant ainsi le théoréme 3 de [4), que c'est le
seul, 4 un facteur direct abélien prés. Pour cela,
le lemme suivant nous sera nécessaire.

Lemme 1 (Garracuer [2]). — Soit G un groupe
et H un sous-groupe de G ; alors d(G) < d(H).
De plus, en cas d'égalité, H est distingué dans G
et G/H est commutatif.

Démonstration. — Soient x et y deux éléments
de G tel que Hx n Ci{y) # (&, et soit alors v

-un élément de Hx m Cg(y). On a Hx = Hp, d’ou

Hx n Ce(y) = Ho n Ce(y) = Hon Co(pe
= HA G = Culyr,

Hx n Ce)| = |1Ca(y).

On a donc |Hx n Cs(y)| < |Cx())| pour tous
eléments x et y de G. Il en résulte que, si
Xy, ..., %, désigne un systéme de représentants
des classes 4 droite de G modulo H, on a pour
tout élément y de G:

d’ou

a 3

[Ce(} = z IHx, n Co(y)] < Z |Cal¥) |

i=1 i=1

= nlCu(y)| = |G: H||Cx()|,

d’oit
IGI* d(G) = gGICc(y)l < ZGIG: HIICy (I
e IG: HIyEZGI{erIxy = yxi
|G: HIyEZH{yeGIxy = yx}l
=1G: Hl:Zﬂicc(X)J.

Or, pour tout élément x de G, |Ce(x)H| < G,
d’on

[Cs(x)| < |G: H||Cy(x}].
On a donc

IGI*d(G) < 1G: H| Y, |Ce(x)]

xeH

£1G: H| } |G: H||Cu(x)|

xeH

= 1G: H*IHI*d(H) = |G}*d(H).

2

Il découle de la que d(G) < d(H), et il est
clair qu'en cas d’égalité on a G = Cy(x)H pour
tout élément x de H. Soient alors ge G et xe H;
on peut écrire g = ch,, on ceCy(x) et h,eH,
dou

g 'xg = h{'c¢ 'xch, = h;'xh, € H.

Ceci vaut pour tout xe H et tout ge G, donc
H est distingué dans G; la commutativité de
G/H résulte maintenant du lemme | de [4]. W

Nous sommes dorénavant en mesure d’établic
le

Théoréme 2. — Soit G un groupe non résoluble
extrémal ; alors il existe un groupe commutatif C
tel que G soit isomorphe & A; x C.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe non
résoluble d’ordre minimal de G il est clair que
H = H'. D’aprés le lemme 1 de cet article et le
théoréme 1 de [4],

é d@) < d(H) € -
d’on
d(G) = d(H).

Daprés le lemme 1, H est distigué dans G et
G/H est abélien.

Examinons maintenant la structure de H;
d’aprés le théoréme 3 de [4], il posséde deux sous-
groupes M et N tels que M < Z(H), que N/M
soit isomorphe a4 A, et que H/N soit abélien.
Mais H=H, donc H=N; on a donc
H/M ~ A,, donc H est une extension centrale
essentielle de A,. Daprés [1, p. 170, (33.15) (1)],
H est isomorphe 4 A; ou A SL,(F,); mais

1
d(SL.(F,;) < o’ donc H est isomorphe 4 A,.

G/Cy(H) se plonge donc de fagon canonique
dans

Aut (H} = Aut (A;) ~ S;,

et
HC.(H)/Co(H)

correspond par cet isomorphisme au sous-groupe

A de S,. Si G/Cs(H) était isomorphe a4 S;, on

aurait
|

% = d(G) < d(G/C(H))

7

1
“d(8) = = < '
d(Sy) 20 < 13 absurde

Donc
G = HC;(H) = H x C,(H),
et
Ce(HY ~ G/H

est commutatif, avec H ~ A;, g.e.d |
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