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Lemme 2.
Lpss + (— 1L,y = LL;.
Preuve : (16) s’écrit
Lo = LLir, — SF.F, .
Changeons k en — k et utilisons (4):
F_,=(-1)"""F,; L, = (= I)’L..
On obtient :
L,,=(— DF'LLe, + 5(— VFF,,
d’ou:
Lues + (= DLyoy = Lu(Lis = Laed = LiLy.

2° Preuve de la proposition 1.
Montrons que:

a1 LE-1
S.= % F2Hy  F@»

k=1
(On a noté F(n), L(n) an lieu de F,, L.)
Clest évident pour n= 1. Si la formule est
vraie 4 ordre n on peut écrire :

Lt -1 1
Sar1 = F(2") + F(2n+1)
_LEILE@ D) 1

L@F(27) F@2"Y)
LEOL2 — 1) + 1
F(2n+ 1)

(d’aprés (25)).

Dans la formule du lemme 2, remplagons n par
2" et k par 2° — 1:
L' — 1) — 1 =L2ILEZ" — 1)
d’ou
) L(2n+1 — 1)
Sne1 = T(Z_"*T
Daprés les formules (3) de Binet, on a au
voisinage de 'infini :

n 1
= L,~a" avec o= ’ ﬁ
J3 2

Un calcul immédiat montre alors que:

555

im S, =-=—3

Fu~

3° Preuve de la proposition 2.

Montrons d’abord que L, n'est jamais un
carré. En effet (28) s’écrit:

L,, — L2 = 2(— 1)*'.

Identités fibonacciennes

Or il est immédiat que I’équation diophantienne
x? — y* =+ 2 n'a pas de solutions, d'ou le
résultat.

Supposons #n impair (n = 5). Dans la formule
du lemme 2 remplagons n par n + k avec k pair:

Lovax T L,= Losile
d’olt
Ln+3k = Li’i (mOd' Lk)

et par suite pour ¢ entier naturel
Lpsaee = (= 1)L, (mod Ly
n étant impair s’écrit:
n=c+ 2.3k k #_0

avec ce{1,3}, k pair non divisible par 3 (ce qui
équivaut & k = + 2 (mod 6)).
Donc :

L,=Lge=(— D¥L,= — L, (mod Ly).
Comme L, =1, L, =4, on a:
L,= — 1 (mod L,) ou L,= —4 {(mod Ly

= + 2 (mod 6) ei le lemme 1 entrainent que
L,=3 (mod 4).

L, admet donc au moins un diviseur premier
p =3 (mod4).

Le critére d’Euler sur les résidus quadratiques
([4]) montre que — 1 et — 4 ne peuvent Btre des
carrés modulo p, ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — On connait aussi les carrés de la
suite F,

(F(I’ F!.s Fﬂ; FIZ)

les cubes dans les svites de Lucas (L)) et de
Fibonacci

(Fds F]a FE? FG)
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Le lecteur trouvera dans [2] d’autres propriétés
arithmétiques de la suoite p,. On peut aussi
consulter Hardy-Wright (Theory of numbers) et
la revue « Fibonacci Quartely » entiérement consa-
crée 4 ce sujet. [3] donne ume autre méthode
générale pour obtenir les identités fibonacciennes.
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Sur la factorisation de Thompson

P. Lescor.

1. INTRODUCTION.

Un théoréme bien connu de J. G. Thompson
([2], Proposition4.162), affirme que, si G est un
groupe fini résoluble sans section isomorphe 4
S, alors on a:

(1) G = No(L(8))Co(2(8))0:(G),

ou I(8), Z(8) et 0,(G) désignent respectivement
le sous-groupe de S engendré par ses sous-groupes
abéliens élémentaires d’ordre maximal, le centre
de S et le plus grand sous-groupe distingué
d’ordre impair de G. Le but de cetie note est de
démontrer un résultat plus fin dans le cas d'uvn
groupe G pour lequel S est supposé de classe de
nilpotence au plus 2:

Théoréme, — Soit G un groupe fint résoluble
wayant pas de section isomorphe a S,, et possédant
un 2-sous-groupe de Sylow S de classe de nilpotence
au plus 2; alors

G = No(1.(3))0:(G)-

Remarquae 1. — Il est bien connu que, si § est
abélien, on a méme G = Ng{(8)0,{G) dé&s que G
est seulement supposé résoluble.

Remargue 2. Ce résultat est le meilleur
possible ; en ecffet, considérons G = 8,. G est
résoluble; en outre, on & O,{G) =1, et § est
un groupe diédral d'ordre 8, donc S est de classe
de nilpotence 2 et J(S)=S5. Or $ n'est pas
distingué dans G, donc G ne vérific pas la
conclusion du théoréme.

Les notations et la terminologie que nous
employons sont maintenant traditionnelles en
théorie des groupes finis, et coincident avec celles
de [1], & une exception prés: « désignera pour
nous Pinclusion au sens large.

I1. — DEMONSTRATION DU THEOREME.

Nous aurons besoin du lemme suivant, di &
Hayashi ([3], Lemma 3.9):

Lemme. — Soit G un {2, 3 }-groupe fini résoluble
ne possédant aucune section isomorphe a S,;
alors G = O, ,,(().

Remarque. — En fait, d’aprés le théoréme de
Burnside, T'hypothése de résolubilité de G est
superflue.

Démonstration du lemme. - Supposons le lemme
faux, et soit G un groupe d’ordre minimal parmi
ceux qui satisfont & ses hypothéses et mon & sa
conclusion ; il est clair que O,G) =1, que G
posséde un unique sous-groupe distingué non-
trivial minimal X, et que N, = 0,,(G) & G est
'unique sous-groupe distingué propre maximal de
G. Ceci entralne (car O,(G/Ny) = 1), que G/N,
est d’ordre 2; on ne peut donc pas avoir
0,(G) = N,, donc on a G = 0y(G). Soit main-
tenant Q un 3-sous-groupe de Sylow de G;
d’aprés la minimalite de (G|, G/X satisfait la
conclusion du lemme, soit G/X = O;,(G/X).
Mais O4(() = G entraine

0,(G/X) = O,(G)X/X = G/X,
d’'ou

G/X = 0,,(G/X), soit QX 4G}
I’argument de Frattini nous donne alors
@ G = XNo(Q)

X est un 2-groupe abélicn élémentaire, donc
Cx(Q) <1 X ; (2) implique alors que Cz(Q) <1 G.
Par définition de X, on a Cy(Q)=X ou
Cx(Q) = 1. Dans le premier cas, une nouvelle
application 'de (2) permet de conclure que Q est
distingué dans G: absurde! Donc Cy(Q) = 1;
Q, agissant sans point fixe sur le 2-groupe abélien
&lémentaire X, est donc cyclique. Soit Q, I'unique
sous-groupe d’ordre 3 de Q; si Pon avait Q, # Q,
on verrait, en appelant z un 2-élément appartenant
A NgQWX (@l en existe d’aprés (1)), que
H = X {z)>Q, serait un contre-exemple au lemme
d’ordre [H| < |G| : absurde ! Donc Q est d’ordre
3, done (car Cy(Q) = Q) Ng(Q) est isomorphe
S,. X est alors un 2-groupe abélien élémentaire
sur lequel §; agit irréductiblement et fidélement,
don X ~ (Z/22)"; or

XANg(Q) = X nCe(Q = Cu(Q = L.
En conclusion,
G=XNo(Q)=X X Ng(Q)=(Z/2Z)" X §,=8,.

contradiction ! Le lemme est ainsi &tabli.

Démonstration du théoréme. — Supposons le
théoréme faux, et soit G un groupe d’ordre
minimal parmi ceux qui en vérifient I'hypothése
¢t non la conclusion ; il est clair que 0,(G) = 1,
d’ol, d'aprés le lemme de Hall-Higman ([1],
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