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Lemme 2. - Soit G un H,-groupe, A > -
On a 4
3
i S S
et 41 -1
Démonstration : Soit «; le nombre de représen-
tations irréductibles de G de degréi. On a (parl):
i

2% =k(G)
izl
Y e, = |G,
51

d’ou

Gl —a, =Y ¢ > 4 Y o = 4(k(G) - o),

i»2 i»2
1 40 — 1
a = 5(4k(G) - 1G|) > 3 1Gl.
N 3 :
Or a; = |G/G'|, d’'ou |G'| < et le résul-
tat. 4 -1

Théoréme 2 (Dixon). — Tour Hj g-groupe est
abélien,
En prenant A = 5/8 dans le lemme 2, on obtient

G| <2, d’Ofl\’. G = {1}.

Donc G est abélien.

277
Théoréme 3. — Tour H,,;-groupe est nilpotent.

1
En effet A =5 donne |G’|' < 3. §i |G| = T,

G est abélien, donc nilpotent.

Si IG'|=2, G = {l,a}. Or G* est distingué
dans G donc

xe Z(G) d’ou G = Z(G).
Alors G/Z(G) est abélien, et
Z,(G) = G.

G est nilpotent.

Théoréme 4. — Tout H,, /so-groupeest résoluble.

En effet A = 21/80 donne |G| < 60. Donc G’
est résoluble donc G I'est (car tout groupe d’ordre
< 60 est résoluble).

Remarques : Dans le théoréme 2, 5/8 est optimal.
En effet, chacun des deux groupes non abéliens
d’ordre § vérifie

k(G) =§|G|.

Dans le théoréme 3, 1/2 est optimal. En effet
S; est non nilpotent et

1
k(S;) = Ejssl.
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Option M’
Premiére épreuve

)

6443. Etude des solutions maximales de Péquation différentielle

xy"+2y’+§=0.

(Voir I'énoncé complet dans la Revue n° I, page 43.)

I

1° Soit ¢ une solution définie sur [ — R%. Posons y(x) = @(— x) pour tout x de — I. On a

V() = = 9'(= %), ¥"(x) = 9" (- x) et

Vxe — 1,

Vxe — 1,

(= 2)9"(= x) + 2¢'(- x) -

X
o—n

XY (x) + 2 (x) + J;T) =0.

Autrement dit, \ est solution sur_— I. Les graphes de ¢ et sont' symétriques par rapport & Oy.
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Sur certains groupes finis

par Paul Lescot

D’aprés un théoréme de J. J. Dixon, tout groupe
fini G tel que

5
{(x, y) € G x Glxy = yx}| - IG|?

est abélien. Le but de cette note est de démontrer
des résultats analogues ol « abélien » sera remplace
par « nilpotent » ou résoluble.

I. = DEFINITIONS, NOTATIONS ET RAPPELS.

Dans tout cet article, G désignera un groupe
fini, |G| son ordre, k(G) son nombre de classes

de conjugaison et
m(G) = |{(x, y) € G x Glxy = yx}l.

G' (groupe «dérivé ») de G désignera le sous-

groupe de G engendré par les
sts~t7Y, (5,0)eG x G;

G’ est distingué dans G, et G/G’ est abélien.

On définit
Zo(G) = {1},  Z,.,(G)/Z,(G) = Z(G)/Z,(G))-
Un groupe G tel qu'il existe n tel que G = {1}
est dit résoluble.

On définit Z,(G) par

Zo(G) = {1}, Z,+1(G)/Z,(G) = Z(G)/Z,(G))-

Un groupe G tel qu'il existe n tel que
Z2,G) =G

L]

est dit nilpotent.
On appelle représentation linéaire irréductible

de degré r > 0 de G un morphisme F
p: G - GL(C")
tel que les sculs sous-espaces de C" stables par

p(G) soient {0} et C". Deux telles représentations
sont dites équivalentes si, et seulement si,

35eGL,(C), VgeG, pi(g) = S7'p:(8)S.
Le caractére d'une telle représentation p est
1: G~ C
g — Trp(@):
Il ne dépend que de la classe d’équivalence

de p. i
On appelle fonction centrale de G dans C une

fonction f: G — C constante sur chaque classe
de conjugaison. Munissons leur espace du produit
scalaire hermitien suivant:

foh) = ﬁ Y. f@h).

geG

Le fait fondamental est le suivant:

Théoréme 1. — Les caractéres des représenta-
tions irréductibles non équivalentes de G forment
une base orthonormale de l'espace des fonctions

centrales.

(Serre, Représentations linéaires des groupes finis,
p- 32.)

On en déduit :

1° Le nombre de classes d'équivalence de
représentations irréductibles de G est k(G).

2° La somme des carrés de leurs degrés est
iG| (cela résulte de la relation

k(G)

o> = T K
=1

(Pythagore!) appliquée &

_ i1 si o g=1
=40
5 0 si g#1
En outre, le nombre de représentations irré-
ductibles de degrél est |G/G'|; en effet
GL,(C) = C* est abélien donc toute représentation
p de G se factorise :

G % G/G S ce
P

G/G' étant abélien, il a |G/G'| représentations
irréductibles de degré 1, d'ou le résultat.
Pour g € G, on notera
N,={heGlhg = gh}.

Pour A €]0,1], on dira que G est un H; - groupe

S1
m(G) > MG

II. — LE THEOREME DE DIXON ET SES GENERALISA-
TIONS.

Lemme 1. — m(G) = |G|.k(G).
En effet on a

mG) =Y INJ= ¥ X IN

xeG ¢ classe xeC
de conjugaison

y . 3 e

¢ classe xeC ICI ¢ classe
de conjugaison de conjugaison

= |G|.k(G),

I

d’ou le résultat.
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