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LS(—.\mianneaux

On appelle semi—anneau un ensemble A muni de deux
opérations + et . satisfaisant tous les axiomes usuels des
anneaux a I'exception de I'existence de symétriques pour
I'addition. En d’autres termes I'addition est associative et
commutative, d’élément neutre 04 ; la multiplication est
associative, commutative, d’élément neutre 14 et distributive
par rapport a I'addition. De plus

(VX S A) X.04 =04.x=04.
Le semi—anneau est dit de caractéristique 1 si on a de plus

(Vx € A) x + x = x.

C'estlecassietseulementsiig+14=14.
Par exemple By := {0,1} avec 1 + 1 = 1 est un semi—anneau
de caractéristique 1.



LS(—.\mianneaux

Désormais nous noterons 0 = 04, 1 = 14 et ab = a.b. Lorsque
A # {0}, nous identifierons {0,1} a By ; A deviendra alors, en
un sens évident, une By—algebre (cf. [3], Définition 4.1).



leéaux et congruences

On entend par idéal de A une partie de A contenant 0, stable
par addition, et telle que

(Vac A) (Vxel) ax e l.

Definition
Lidéal / est dit premier si | # A et

abel = (acl)ou (bel).

On notera Pr(A) 'ensemble de ces idéaux premiers.



leéaux et congruences

Definition
On appelle congruence sur A une relation d’équivalence

compatible avec les opérations de A, c’est—a—dire telle que
ara et bRb impliquent a+ bRa + b et abRa'b'.

. A
Pour toute congruence R sur A, 'ensemble quotient = est

naturellement muni d’une structure de semi—anneau de
caractéristique 1 ([3], Définition 4.2).

Les congruences sur A sont naturellement ordonnées par
inclusion.



leéaux et congruences

Pour cette relation d’ordre existent un élément minimal = et un
élément maximal Co(A) : A x A.

Definition
Pour R une congruence sur A, on pose

I(R):={x € A| xR0}.

C’est un idéal de A.



leéaux et congruences

Definition

La congruence R est dite premiére si R # Cy(A) et
abR0O0 = aROoubRDO.
Il est visible que R est premiére si et seulement si /(R) est

premier. On notera Spec(A) 'ensemble des congruences
premieres sur A.



leéaux et congruences

Proposition

Pour tout idéal J de A, il existe parmi les congruences R sur A

telles que
(Vx € J) xR0
un unique élément minimal : R,. Posons J := I(R,) ; on a
JCJ,J=Jet
J={xeA Byed)x+y=y}
De plus

Rir) <R



leéaux et congruences

Théoreme

([4], Théoréme 3.8) Soit J un idéal de A ; on a équivalence entre

J=1d
V(x,y) €A% (x +y=yet(ycd) = (xelJ).
Il existe une congruence R sur A telle que J = I(R).

Lorsque ces conditions équivalentes sont satisfaites, J est dit
sature.



leéaux et congruences

Sur Pr(A) et sur Spec(A) sont définies deux topologies
naturelles analogues a celle de Zariski. Les fermés de Pr(A)
sont les (W(S))sca, ou

W(S) :={P € Pr(A)|S C P}
et les fermés de Spec(A) sont les (V(S))sca, ou

V(S) :={R € Spec(A)|S C I(R)}



leéaux et congruences

Vu que V(S) = I71(W(S)), la topologie de Spec(A) est la
topologie initiale induite par I'application

l: Spec(A) — Pr(A)
R — I(R)

([4], Proposition 3.15).



LCongruences maximales

Soit MaxSpec(A) 'ensemble des congruences maximales
parmi les congruences autres que Co(A).

Théoreme

Maxspec(A) C Spec(A) ([4], Théoreme 3.5).

On le munit de la topologie induite par celle de Spec(A).

Soit maintenant Prs(A) 'ensemble des idéaux premiers saturés
de A; on le munit de la topologie induite par celle de Pr(A).
Pour P € Prs(A), définissons une relation Sp sur A par

xSpy = ((x € P)et(y € P)) ou ((x ¢ Pet(y ¢ P)).
Il est facile de voir qu'’il s’agit d’'une congruence sur A, et que le
quotient ;3 est isomorphe a B ; en particulier,
Sp € MaxSpec(A).



LCongruences maximales

Posons a4(P) = Sp.

Théoreme

([5], Theorem 3.1)
oy est une bijection, dont la réciproque est donnée par

Ba(R) = a'(R) = I(R)

ap et B4 sont continues pour les topologies définies ci—dessus ;
en particulier, MaxSpec(A) et Prs(A) sont homéomorphes.



LCongruences maximales

Par exemple, pour A = Bq[xq, ..., Xa], il y @ exactement 2"
congruences maximales sur A (la congruence R étant
déterminée de maniére unique par J := {i|x;R0} C {1,...,n}),
et tous les quotients sont isomorphes a B;. En d’autres termes,
B, est “algébriquement clos’et le Nullstellensatz s’y applique
([71; [3], Théoreme 4.8 et Remarque 4.9; [4], Remarque 2
apres le Théoréeme 3.2).



leéaux premiers

Plusieurs de leurs propriétés usuelles se transportent a notre
situation. Par exemple

Théoréme
([6], Théoréme 5.1) Lensemble

Nil(A) := {x € A|(3n € N)x" = 0}

des éléments nilpotents de A est un idéal saturé de A.

De plus
Ni(A)= () P= () P
PePr(A) PePrs(A)



leéaux premiers

Théoreme
([6], Théoréme 3.1)Soit P un élément minimal de Pr(A) ou de
Prs(A) ; alors chaque élément de P est un diviseur de 0 dans A.

En revanche 'analogue naturel de la décomposition primaire
(pour les idéaux saturés) est inexact en général ([6], Exemple
6.2).



On entend par semi—corps un semi—anneau K tel que 1x # Ok
et que chaque élément de K \ {0k} posséde un inverse pour la
multiplication.

Par exemple R}, := (RU {—oc}, max, +) est un semi—corps;
Zyax = (ZU{—o0}, max,+) en est un sous—semi—corps.

B; lui-méme est un semi—corps ; en fait, Z,4x contient un
sous—semi—corps {—oo, 0} isomorphe a B;.

Cette notion est naturelle ainsi que I'indiquent les résultats
suivants :



Théoreme

Un semi—corps fini est, soit un corps, soit isomorphe a B;.

Théoreme

(Castella, [1],Proposition 2(c))Soit K un semi—corps régulier
(au sens de Von Neumann) pour I'addition, c’est—a—dire que

(VxeK)ByeK)x=x+y+xety=y+x+y.

Alors, soit K est un corps, soit K est de caractéristique 1.



LSemicorps

Et enfin un résultat récent de Connes et Consani :

Théoréeme

(2], Proposition B.3) Soit K un semi—corps de groupe
multiplicatif monogéne ; alors on est dans I'un des cas suivants

K ~ By,
K est un corps fini,
K ~ Zmax.
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