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EXERCICE 1

(1) Supposons m,(G) # 0 ; alors il existe un élément = de G tel que w(z) = p.
Mais alors p = w(z) divise |G| = n.
Par contraposition, on en déduit que, si p ne divise pas n, alors
ce qui est la conclusion demandée.
(2) Vu que 1 < k < p, p ne divise pas k, donc pged(p, k) # p. Mais pged(p, k)
divise p, donc pged(p, k) = 1 ou pged(p, k) = p. On a donc pged(p, k) = 1,
d’ou

(.%‘k) _ w(x) — p _ 12 =p.
pged(w(z), k) pged(p,k) 1
(3) Siz € G est d’ordre p, le sous—groupe < & > de G engendré par = est égal
a
{e,x,...,xP~1}.
D’aprs (2), chaque élément de C'\ {e} est d’ordre p.

Si C et ¢ sont deux sous—groupes distincts de G engendrés par un
élément d’ordre p, C'N C’ est un sous—groupe strict de C' ; son ordre divise
donc |C| = p et en est distinct, d’ott [CNC | =1et CNC = {e} ; C\ {e}
et C"\ {e} sont donc disjoints.

Soient C1,...,C. les sous—groupes distincts de G engendrés par un élément
d’ordre p ; si x est d’ordre p, = appartient & I'un des (C; \ {e})i1<i<, (car
z €< z > \{e}) et un seul (car les (C; \ {e})i<i<,r sont deux & deux
disjoints). L’ensemble des éléments d’ordre p est donc la réunion disjointe
des (C; \ {e})1<i<r, Aot
my(G) = || J@\{e)I =D 1C\{e}| =D (p—1) =r(p—1).

i=1 i=1 i=1

En particulier, p — 1 divise m,(G).

ExXERcICE 11

Notons E = {1,2,3,4,5}.
(1) Il suffit de démontrer que les deux éléments considérés ont le méme effet
sur chaque j € {1,...,5}. Sij € {4,5} on a

(61 002)(j) = 61(52(j)) = 01(j) = j = 71 0 02(j).
1
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Sije€{1,2,3}, 02(j) = 02(j) € {1,2,3} d’ot

(G1002)(j) = 0d1(02(4))

= a1(9207))

= 01(02(4))

= (01002)())

= Umz(j)-

(2) Supposons (k,1) € Z2 et k = [; alors k—1 € 2Z : k—1 = 2u pour un u € Z.
Mais alors
(45)F((45)1) 7 = (45)F 1 = (45)% = ((45)*)" = (Idp)" = Idp
d’ou
(15)* = (45)'

et

1) est bien défini.
/ Z Z
(3) On a, pour tout (k,l,0,0 ) € — X — X X3 X X3 :

¢((J,k),(0,l)) = 7/)(0007’_f+)

— (c00')o (45)"
= oo o(45)% o (45).
Mais les permutations o et (45)* sont & supports disjoints, car le support

de la premiére est contenu dans {1, 2,3} et celui de la seconde dans
{4,5} ; on a donc

$((0,F), (@) = o0 o(45)" o (45)
oo (45)% 05 o (45)
= (o k(o).
(4) Soit (0,k) € ker(+) ; alors ¢(o, k) = Idg soit & o (45)F = Idg, et (45)F =
~—1
o
Mais alors (45)* laisse fixes 4 et 5, donc k est pair (sans quoi on aurait

(45)% = (45)). On a donc k =0 = 0z . Il en résulte que (45)% = Idg, d’on

571 =1Idg et 6 = Idg. Mais alors ¢ = Gl{1,2,3) = Id{1,2,33- On a donc

(0,k) = (Id{1,2,3},0%) =ey,x 2
et
ker(¢y)) = {emx%}.

(5) On a, d’apres le Théoreme d’Isomorphisme

Z Z

23 X — 23 X —
Im(v)) ~ 22 _ 22 Y3 X E
Kr(0)  fempngy) 27
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Z Z
35 contient donc un sous—groupe isomorphe a >3 x A donc a Dg % 27
(car X3 ~ Dg). Mais, en vertu d’un résultat du cours, pour m impair,

Do, % 27 est isomorphe a Dy,,. Prenant m = 3, il apparait que le sous—

groupe en question est isomorphe a D1s.

ExXERcICE II1

(1) Par définition, chaque élément x € H est de la forme
r=Mg1+ ...+ A\0n

avec n € N et \; € Z. Chaque g; est rationnel, et peut donc étre exprimé
comme

gi = b
avec a; et b; entiers et b; > 1. Soit N = by...b, ; alors, pour chaque i,

N n
— = H b; est entier ; donc, pour tout z € H,
R et
Nx =N Nigi=N Ai— = Nia;— € 7.
x ; i9i ; b ; iy

0
(2) N 0 € H, car H est un sous—groupe de Q, donc 0 € I.

Soit (z,y) € I?; alors
T-y T

— Y
N N N
carmEIetyEI,d’oﬁ%EHet%EH;onadoncm—yEI.

I est donc bien un sous-groupe de Z.
(3) D’apres un théoreme du cours, il existe a € N tel que I = aZ. On a donc

a=a.l€eaZ eI, doncu:= % € H. Alors, pour chaque A € Z, \u € H.

Nh
Réciproquement, soit h € H ; alors Nh € Z (d’pres (1)) et ~ = heH,
donc Nh € I = aZ ; il existe donc A € Z tel que Nh = Aa. 1l en résulte
que h = )\% = \u.
On a donc
H={ueZ} =<u>:
H est monogene.
(4) Soit g € G ; alors il existe x € Q tel que g = p(z). On peut alors écrire
a

T = 3 avec a et b entiers et b > 1. Alors
b = bp(g)
= p(bg)
= p(a)
= 0q
Z

(cara € Z = ker(p))

= 0Og;
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g est donc d’ordre fini diviseur de b.

(5) Par hypothese J est engendré par une famille finie (j1, ..., j,) d’éléments de

J. Pour chaque 1, il existe h; € H tel que j; = p(h;); soit H le sous—groupe
de Q engendré par hq, ..., hy,.
Pour chaque i € {1,...,n} on a h; € H, donc j; = p(h;) € p(H) et
J =<1,y Jn >C p(H).

Réciproquement, soit h € H ; vu que H est engendré par hy, ..., h,, on
peut exprimer h sous la forme

avec (A1, ..., A\p) € Z™, d’ou
p(h) =p(>_ Xihi) =Y Aip(hi) =Y Aiji € J.
i=1 i=1 i=1

On a donc p(H) C J, dou p(H) = J.
D’apres (5), H est monogene : il existe u € Q tel que H =< u >. Mais
alors

J = p(H)
= p(<u>)
{r(y)ly e<u >}
= {p(\u)|X € Z}
= {Ap(u)|X € Z}
= <pu)>.

J est donc engendré par p(u), donc monogene ; du fait que p(u) est
d’ordre fini d’apres (4), J est fini.



