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1. Groupes abéliens finis

THEOREME 1.1. Soit G un groupe fini abélien ; alors il existe un entier r € N
et des entiers ay, ...,a, avec a; > 2 et

a1lag)...|a;
tels que
Z Z
G~ —— X..X .
a1Z a,Z

DEMONSTRATION. On procéde par récurrence sur |G|, le résultat étant clair
pour |G| = 1. Soit donc G d’ordre |G| > 1, et supposons que chaque groupe d’ordre
< |G| satisfasse a la conclusion du Théoréme. Posons

e(Q) = ppem(w(z)|z € G)

(exposant de G) ; on a vu en cours qu'il existait © € G tel que w(z) = e(G).

Il existe au moins un sous—groupe 7' de G tel que TN < & >= {e} : le sous—
groupe {e}. Choisissons un de ces sous—groupes d’ordre maximal : H. On a
HnN < z >= {e}, donc le sous—groupe H < x > est un produit direct :

H<rx>=Hx<x>.

Supposons pour le moment G # H < x >, et soit alors y € G\ H < = >
d’ordre minimal.
Alors y # e d’ott w(y) > 2. Ecrivons

(220

w(y) = ¢ --qp,
avec les ¢; premiers et deux a deux distincts et les a; > 1.
Sim > 2, on peut écrire
Y=9Y1--Ym
ou les y; sont des puissances de y et

Vie{l,..,m} w(y) = ¢

Si on avait m > 2, on aurait, pour chaque ¢, w(y;) < w(y), d’olt, par définition
dey,y, € H<z>ety=1y..yn € H <z >, une contradiction. Donc m =1 et
w(y) = ¢, que nous noterons plus simplement w(y) = ¢* (¢ premier, a > 1).

On a

(0} (0%

qy _ w(y) _ q _9 a1
W)= pgcdw(y),q)  pgedlgq) g ¢ 1

donc, encore une fois par définition de y, y? € H < x >. Ecrivons donc
y!=ha*(h e H,s € Z).

Il apparait que

d’ou
B—1

(h )t =2"" e HN < 2 >= {e}
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et

soit w(x)|sq” L.

Mais ¢” = w(y) divise e(G) = w(z), donc ¢* divise s¢°~! : ¢ divise s. Nous
pouvons donc écrire s = qt(t € Z) ; soit z := yx~*. Du fait que y ¢ H < x >, on a
z¢ H <z >;deplus

A= ()
— yqqut
= hxz™*
h.
Soit maintenant H = H < z >  H " est un sous—groupe de G, H " contient H , et
H #Hvuquezec H et z¢ H ; onadonc |H| > |H|. Par définition, H' N <
x ># {e} ; soit donc w € H'N < 2 >, w # e. On peut écrire w = hy2"(hy € H,
ne€Z).
Si ¢ divisait n, on pourrait écrire n = qu (u € Z) et
w = hlzq“ = hl(Zq)u = hlhu ceH
d’ou
e#we HN <z >= {e},
une contradiction. Donc ¢ ne divise pas n ; il en résulte que g et n sont premiers
entre eux. D’aprés le Théoréme de Bachet—Bezout, il existe (\,u) € Z? tel que
Aq 4+ pn = 1. Mais alors
Z/\q+/m
= Y
Arp—1
= h*(h] w)*
Rt

Viquehe HCH<zxz> h e HCH<z>etwe<zaxz>CH<2x>, on

trouve z € H < x >, une contradiction.

OnadoncG=H<x>=Hx <z >.
|G| (€]

[<z>| w)

Par hypothése de récurrence, vu que |H| = < |G|, on peut

écrire

Z Z
H~— x ..
a1 Z Ko X a,Z

pour r € N et des entiers aq, ..., a, tels que a; > 2 et

ailas|...|a;.

Z
Mais alors H contient un sous—groupe isomorphe a A donc il contient un
T
élément d’ordre a, ; G contient donc un élément d’ordre a,. En particulier, a,

divise e(G) = w(x). Posons a,41 = w(z) ; alors

a1|ag|...|ar|ar+1



et
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Hx <z >
Z
X ... X
a1Z
Z
X ... X
a1Z
Z
X ... X
a1Z




