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Ce travail est essentiellement centr �e sur la notion de mesure(positive
�nie) et sed�eclineen deux parties.

La premi�erepartie porte sur lesmesuresde Young, qui sont �a la fois des
mesuresparam�etr�eeset des mesuresd�e�nies sur un espaceproduit. On y
�etudie diversestopologies(topologiesstables,topologiede la convergenceen
mesure)et on en tire quelquesapplications en th�eoriedesprobabilit �es.

La deuxi�emepartie est consacr�ee�a la notion demoyenne: �etudedu bary-
centre au sensde Herer d'une probabilit �e sur un espacem�etrique �a courbure
n�egative, loi desgrandsnombrespour cette notion debarycentre, puis loi des
grandsnombrespour desvariablesPettis int�egrablesd'un espacelocalement
convexe.

Une part importante de ce travail a consist�e �a mettre en relation les
propri�et�estopologiquesou g�eom�etriquesde l'espacesous-jacent avec l' �etude
despropri�et�esdesmesuresou desespacesde mesuressur cet espace.

v



Chapitre 1

Mesures de Young

La pr�esentation qui suit est tir �eeessentiellement de [CRdFV04, chapitres
1,2,3,4,9]et de[RdF03, CRdF04]. Lesapplicationsstochastiquesdela section
1.6.1proviennent de [JKRdF05].

1.1 In tro duction

Lesmesuresde Youngont �et�e invent�eesplusieursfois en calcul desvaria-
tions, en th�eoriedu contr ôle ou en probabilit �es,et sousdesnomsdi� �erents :
contr ôles relax�es, r�egles,variables al�eatoiresoues, mesuresparam�etr�ees.. .
Elles g�en�eralisent les fonctionsd'une autre mani�ereque lesdistributions. Un
de leurs principaux attraits est qu'on peut les munir d'une topologie pour
laquelleon disposedecrit �eresdecompacit�e nen�ecessitant quedesconditions
tr �esfaibleset particuli �erement simples�a v�eri�er. Ainsi, unesuite defonctions
admet \souvent" une limite au sensdesmesuresde Young.

Commen�cons par pr�esenter les mesuresde Young dans un cas particu-
lier. Soit (f n) une suite de fonctionsmesurables�a valeursdansRd et d�e�nies
sur un espacemesur�e (
 ; F ; � ), o�u � est une mesure�nie. On dit que (f n)
convergede mani�ere stablesi, pour tout A 2 F et pour toute fonction conti-
nue born�ee ' : Rd ! R, la suite (

R
A ' � f n d� )n converge.La limite de (f n)

est l'application (A; ' ) 7! limn
R

A ' � f n d� . Il setrouve quecette application
peut être identi� �ee�a une mesure� sur 
 � Rd, d�e�nie par

Z


 � Rd
1lA 
 ' d� = lim

n

Z

A
' � f n d�

pour tout A et tout ' commeci-dessus(on note 1lA la fonction indicatrice de
A et g 
 h d�esignel'application (! ; x) 7! g(! )h(x)). Il est �a remarquerque
la marge de � sur 
 est exactement � . Dans cette convergence,chaque f n
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peut �egalement être identi� �e �a une mesure� f n
sur 
 � Rd, plus pr�ecis�ement

� f n
=

R

 � ! 
 � f n (! ) d� (! ), o�u � x d�esignela massede Dirac en x. Autrement

dit, la mesure� f n
est port�eepar le graphede f n et samargesur 
 est � . On

a alors, pour tout A et tout ' ,
Z


 � Rd
1lA 
 ' d� f n

=
Z

A
' � f n d�:

Ainsi, la convergencestable de (f n)n vers � peut être exprim�eepar

lim
n

Z


 � Rd
1lA 
 ' d� f n

=
Z


 � Rd
1lA 
 ' d�

pour tout A et tout ' . Dans cet exemple,la convergencestable peut être
vue commeune convergencedans l'espacedesmesuressur 
 � Rd qui ont
pour marge commune � sur 
. Ce sont bien ŝur cesmesuresqui sont ap-
pel�eesmesuresde Young, ou contr ôles relax�es, etc. Ainsi, la convergence
stable donne des limites \relax �ees" �a des suites de fonctions, c'est-�a-dire
des limites qui ne sont pas n�ecessairement desfonctions, mais peuvent être
desmesures.Par exemple,la convergencestable convergencefournit desso-
lutions g�en�eralis�ees �a des probl�emesvariationnels ou �a des probl�emesde
contr ôle [Rou97], ou bien ce que les probabilistes appellent des solutions
faibles d'�equations di� �erentielles stochastiques [Pel81b, JKRdF05], on en
verra un exempledans la section 1.6.1 page29. La convergencestable sert
aussidans les th�eor�emesde limite en probabilit �e [Jac97, Let98], commeon
le verra dans la section1.6.2.

Pour illustrer le rôle de la compacit�e, supposonsmaintenant que(f n) soit
une suite faiblement convergente dans L1(
 ; F ; � ; Rd). Alors on montre que
(f n)n est s�equentiellement relativement compactepour la topologie stable;
si de plus (f n) n'est pas fortement convergente, alors il existeune sous-suite
(f 0

n) qui convergede mani�ere stable vers une mesurede Young non associ�ee
�a une fonction, qui d�ecrit les oscillations de (f 0

n)n autour de sa limite faible
dansL1(
 ; F ; � ; Rd) [Val94, Val99].

1.2 Mesures de Young et convergence stable

Notations g�en�erales Pour tout espacetopologiqueT, on note B (T) la
tribu bor�eliennede T, G (T) l'ensemble desparties ouvertesde T, F (T) l'en-
semble desparties ferm�eesde T et K (T) l'ensemble desparties compactesde
T. Lorsqu'il n'y a pasd'ambigu•�t �e, on simpli�e lesnotations en �ecrivant par
exempleG au lieu de G(T). Par mesure, on entendra \mesure positive �nie".
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Si (T; F ) est un espacemesur�e, on note M(T; F ) l'ensemble desmesurespo-
sitives�nies sur (T; F ) et P(T; F ) l'ensemble desmesuresde probabilit �e sur
(T; F ). Si T est topologique,lesnotations M(T) et P(T) signi�eront respecti-
vement M(T; B (T)) et P(T; B (T)). L'espaceM(T) est muni, soit de la topo-
logie faible, engendr�eepar les applications � 7! � (' ), o�u ' d�ecrit l'ensemble
Cb (T) des applications continues born�eesde T dans R, soit de la topologie
�etroite, qui estla topologiela plus faible rendant semicontinuesinf�erieurement
les applications � 7! ' (� ), o�u ' d�ecrit l'ensemble desapplications semicon-
tinuesinf�erieurement et born�eesde T dansR. Une mesure� 2 M(T) est dite
de Radonsi, pour tout B 2 B (T), on a � (B) = supf � (K ); K 2 K; K � Bg.
L'espaceT est dit de Radon si toute mesuresur T est de Radon. Le lec-
teur pourra consulter [Top70b, GP84, Bog98] pour descompl�ements sur les
mesuresbor�eliennes.

Dans tout ce qui suit, (
 ; F ; P) est un espaceprobabilis�e et T un espace
topologique.On note respectivement � 
 et � T les projections canoniquesde

 � T sur 
 et T. Si � 2 M(
 � T), on note (� 
 )] (� ) la mesure� (: � T)
imagede � par � 
 . De même,(� T)] (� ) d�esignela mesure� (
 � :) 2 M(T).

Mesures de Young On appellemesuresdeYoung(de baseP) lesmesures
de probabilit �e sur 
 � T de marge P sur 
, c'est{�a{dire les �el�ements de
l'ensemble

Y(
 ; F ; P; T) := f � 2 P(
 � T); 8A 2 F ; � (A � T) = P(A)g:

Lorsque aucune ambigu•�t �e n'est �a craindre, on n'�ecrira qu'une partie des
informations : Y(T) ou mêmesimplement Y.

Les mesuresde Young g�en�eralisent les probabilit �es al�eatoireset les va-
riables al�eatoires.Examinonsquelquessous-ensemblesparticuliers :

� Yd(T) : c'est l'ensemblesdesmesuresde Youngd�esint�egrables, c'est{�a{
dire de la forme

� (A � B) =
Z

A
� ! (B ) dP(! )

pour une application mesurable! 7! � ! de 
 dans P(T) (muni de la
topologie�etroite), �a laquelleon peut identi�er � (la probabilit �e P �etant
�x �ee). Si T est un espacede Radon et si (
 ; F ; P) est complet, alors
on a Yd = Y d'apr�esle th�eor�emede d�esint�egration (voir [HJ71, Val72,
Val73]).

� L0(T) : si X : (
 ; F ) ! (T; B (T)) est une application mesurable,on
appelle �el�emental�eatoire de T (d�e�ni sur 
) la classed'�equivalencede
X modulo l' �egalit�e P{p.s. Cette classeest encorenot�eeX . L'ensemble
des�el�ements al�eatoiresdeT estnot�e L0(T). �A chaque�el�ement al�eatoire
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X deT d�e�ni sur 
, on peut associer la mesure deYoungd�eg�en�er�ee� X :
! 7! � X (! ) . Ainsi L0(T) peut être vu commeun sous-ensemble deYd(T).
Contrairement aux distributions, qui voient les fonctions de 
 dansT
commedesmesuresvectoriellesabsolument continuespar rapport �a la
mesurede Lebesgue(ce qui suppose 
 = RN et T vectoriel), ici les
mêmesfonctionssont identi� �ees�a desmesuresde probabilit �e de marge
P particuli �eressur 
 � T.

� P(T) : L'ensemble P(T) peut être vu commeun sous-ensemble deYd en
associant �a chaque� 2 P(T) la probabilit �e al�eatoire constante ! 7! � .
La mesurede Young correspondante est � = P 
 � .

Topologies stables On d�e�nit destopologiesdites stables1 sur Y(T) de
mani�eresimilaire �a celleemploy�eepour d�e�nir lestopologiesfaible ou �etroite
sur P(T), en rempla�cant l'ensemble test de fonctions continuesou semicon-
tinues par un ensemble d'int �egrandessur 
 � T, c'est{�a{dire de fonctions
mesurablesde 
 � T dans [�1 ; + 1 ]. Pr�ecisonsd'abord qu'un int�egrande
f sur 
 � T est dit continu ou de Carath�eodory si f (! ; :) est continu pour
tout ! 2 
. De même, l'in t�egrandef est dit semicontinu sup�erieurement
(resp. inf�erieurement) si f (! ; :) est semicontinu sup�erieurement (resp. inf�e-
rieurement) pour tout ! 2 
. On obtient naturellement quatre topologies
stables.

� � S
Y est la topologiela moins�ne qui rendesemicontinuessup�erieurement

lesapplications� 7! � (f ), o�u f d�ecrit l'ensembledesint�egrandesborn�es
semicontinussup�erieurement. Autrement dit, unesuite g�en�eralis�ee(� � )
dans Y converge vers une limite � 2 Y pour � S

Y si et seulement si
lim sup� � � (f ) � � 1 (f ) pour tout int�egrande f born�e semicontinu
sup�erieurement.

� � M
Y est la topologie la moins �ne qui rende continues les applications

� 7! � (f ), o�u f d�ecrit l'ensemble des int�egrandesde Carath�eodory
born�essur 
 � T.

� � N
Y est la topologiela moins�ne qui rendesemicontinuessup�erieurement

lesapplications � 7! � (f ), o�u f d�ecrit l'ensemble desint�egrandesde la
forme f (! ; x) = 1lA (! ) � g(x), o�u A 2 F et g : T ! R est une fonction
born�eesemicontinue sup�erieurement.

� � W
Y est la topologiela moins�ne qui rendesemicontinuessup�erieurement

lesapplications � 7! � (f ), o�u f d�ecrit l'ensemble desint�egrandesde la

1Cette terminologie provient de R�enyi [R�en63, RR58], qui a observ�e que la convergence
dans cette topologie ressemble �a la convergence�etroite mais poss�ede en plus d'agr�eables
propri�et�esde stabilit �e (voir par exemple[CRdFV04, Proposition 9.2.2]). Ce n'est pas une
terminologie standard (il n'y en a pas pour l'instant), mais elle est moins ambigu•e que les
autres utilis �ees.
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forme f (! ; x) = 1lA (! ) � g(x), o�u A 2 F et g : T ! R est une fonction
born�eecontinue.

Si une suite g�en�eralis�ee(� � ) dansY convergeversune limite � 2 Y pour � �
Y ,

� = S; M; N; W, on dit que(� � ) convergede mani�ere � -stableversla mesure
� et on �ecrit � � � -stable� � � � ! � 1 :

Lestopologiesstablessont doncordonn�eescommeci-dessous,o�u les �eches
repr�esentent desimplications.

� S
Y {convergence� � � ! � M

Y {convergence
?
?
y

?
?
y

� N
Y {convergence� � � ! � W

Y {convergence

(pour sesouvenir dessymboles,le lecteurpourra retenir queM et N repr�esen-
tent destopologiesinterm�ediaires,et quela topologieN-stableest construite
commela topologie �etroite, en anglais \narrow"). Le probl�emequi se pose
imm�ediatement (et dont la solution a des cons�equencespratiques impor-
tantes) est de savoir dansquelscasles implications r�eciproquessont vraies.
Un premier r�esultat est donn�e par le th�eor�eme \p ortmanteau" ci-dessous
(c'est une sorte de version param�etr�ee du c�el�ebre th�eor�eme du même nom
pour lesmesuressur un espacetopologique).

Une caract�erisation de la topologie � S
Y fait appel �a la notion d'ensemble

al�eatoire, c'est{�a{dire d'�el�ement deF 
 B (T). Si G estun ensemble al�eatoire
et ! 2 
, on note G(! ) la sectionde G en ! . On appelle ensembleal�eatoire
ouvert (resp. ferm�e, compact) tout ensemble al�eatoire G v�eri�an t G(! ) 2 G
(resp. G(! ) 2 F, G(! ) 2 K) pour tout ! 2 
. On note respectivement
G (resp. F, K) l'ensemble des ensembles al�eatoires ouverts (resp. ferm�es,
compacts).

Rappelonsqu'un espacetopologiques�epar�e T est dit sousliniens'il existe
un espacepolonais S et une surjection continue de S dans T. Si, de plus,
cette surjection peut être choisie bijective, on dit que T est lusinien. Les
propri�et�esdesespacessousliniensque nousutiliserons sont d�emontr �eesdans
[Sch73]. De nombreux espacesusuelsde l'analyse sont lusiniens: outre bien
ŝur tous les espacesde Banach s�eparables,il y a aussi par exempleles es-
pacesde distributions E0, S0, D0, l'espaceH(C) des fonctions holomorphes,
ou le dual d'un espacede Banach s�eparable,muni de la topologie faible�

(voir [Sch73, pages112{117]pour de nombreux autres exemples).L'espace
T est dit cosmique(\Con tinuous-imageOf SeparableMetric", [Mic66]) s'il
existeun espacem�etrique s�eparableS et une application continue surjective
de S dansT. La classedesespacescosmiquescontient donc �a la fois celledes
espacessouslinienset celledesespacesm�etriquess�eparables.Le lecteur trou-
vera descaract�erisationsdesespacescosmiquesdans [Mic66, Cal82, Cal84].
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Tout espacecosmiquer�egulierest compl�etement r�egulier.Signalonsquetous
les r�esultats de convergencede mesurede Young que nous donnonsdans le
cas o�u T est cosmiquerestent vrais �egalement si T est un espacem�etrique
non n�ecessairement s�eparable,en supposant tout de mêmeque la mesurede
Young limite v�eri�e � (
 � T0) = 1 pour une partie s�eparableT0 de T.

Le th�eor�eme ci-dessousest une extension du th�eor�eme \p ortmanteau"
classiquepour les mesuresbor�eliennessur un espacetopologique (voir par
exemple[Top70b]).

Th �eor�eme 1.2.1 (th �eor�eme \p ortman teau") Soit (� � ) unesuiteg�en�eralis�ee
dansY et soit � 2 Y.

A) Les af�rmations A1, A2 et A3 ci-dessoussont �equivalentes.

A1. � � S-stable� � � � ! � .

A2. lim inf � � � (f ) � � (f ) pour tout int �egrandesemicontinu inf�erieurement
f �a valeursdans [0; + 1 ].

A3. lim inf � � � (G) � � (G) pour tout G 2 G.

B) Soit C un ensemblede fonctions positives born�eesF {mesurables,stable
pour la multiplication de deux�el�ements,contenant la fonction 1 engen-
drant F (e.g. C peut consister en l'ensembledes fonctions indicatrices
d'un � {syst�emecontenant 
 qui engendre F . Les af�rmations B1 et B2
ci-dessoussont �equivalentes.De plus, si T est cosmiquer�egulier (donc
compl�etementr�egulier), et si D est une famil le �ltr ante croissantede se-
midistancessur T qui induit la topologie de T, alors les a�rmations B1,
B2 et B3 sont �equivalentes.

B1. � � W-stable� � � � ! � .

B2. lim inf � � � (g 
 1lG) � � (g 
 1lG) pour tout g 2 C et tout G 2 G.

B3. lim � � � (g 
 f ) = � (g 
 f ) pour tout g 2 C, pour tout d 2 D et pour
toute application f : T ! [0; 1] lipschitziennepar rapport �a d.

(Pour g : 
 ! R et f : T ! R, on note g 
 f l'application (! ; x) 7!
g(! )f (x).)

C) Supposonsde plus queT soit un espace souslinienm�etrisable.Soit d une
distance compatible avec la topologie de T. Alors les a�rmations A1 �a
B3 sont toutes �equivalentes�a l'a�rmation C1 ci-dessous.

C1. lim � � � (f 
 g) = � (f 
 g) pour tout f 2 C et pour toute fonction
born�eeg : T ! R qui est lipschitziennepar rapport �a d.

En particulier, dans ce cas, les topologies stables� �
Y (� = S; M; N; W)

co•�ncident.
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L'implication B1 ) A2 est parfois appel�eeth�eor�emede semicontinuit �e. Sous
des hypoth�esesplus g�en�erales que dans la partie C, on peut donner des
r�esultats partiels d'�equivalenceentre les topologiesstables� �

Y . Par exemple,
si T est compl�etement r�egulieret si la margede � sur T est � -r�eguli�ere,alors
on a � � W-stable� � � � ! � ) � � N-stable� � � � ! � . Mais le probl�emede la g�en�eralisation du

th�eor�emede semicontinuit �e, c'est{�a{dire

le probl�emedesavoir si � W
Y co•�ncide avec � S

Y dansdesespacesplus
g�en�eraux queles espacessousliniensm�etrisables(par exempleles
sousliniensr�eguliers) est toujours ouvert.

Une autre approche consiste�etudier lescompactsde � S
Y (voir la section1.3),

car, sur cescompacts,les topologies� W
Y et � S

Y co•�ncident. On trouvera dans
le tableau 1 page17 une liste de r�esultatssur le th�eor�emede semicontinuit �e.

Signalonsencoreun caso�u l'on peut, sanscompacit�e, obtenir sousl'hy-
poth�esede convergenceW-stable la convergenced'int�egralesde fonctionsqui
nesont pasde la forme f 
 g. Il nousfaut d'abord introduire denouvellesno-
tations. Soit d unesemidistancecontinuesur T. On note BL1(T; d) l'ensemble
desfonctions f : T ! [� 1; 1] lipschitziennespour d de module de Lipschitz
inf�erieur ou �egal �a 1 (c'est{�a{dire kf kL (d) := supd(x;y )> 0

jf (x)� f (y)j
d(x:y ) � 1). On

note BL1(
 ; T; d) l'espacedesint�egrandesf tels quef (! ; :) 2 BL1(T; d) pour
tout ! 2 
 et BL0

1(
 ; T; d) l'ensemble des�el�ements f deBL1(
 ; T; d) qui sont
de la forme f =

P n
i =1 1lA i 
 gi , o�u (A i )1� i � n est une partition mesurablede


 (qui d�epend de f ).

Prop osition 1.2.2 (con vergence W-stable et in t �egrandes lipsc hit-
ziens) Soit d une semidistance continue sur T. Soit (� � )� 2 A une suite g�e-
n�eralis�ee dans Y qui converge de mani�ere W-stable vers une limite � 2 Y.
On supposequ'il existeune partie s�eparableT0 de T telle que� (
 � T0) = 1.
Alors on a

lim
�

� � (' � f ) = � 1 (' � f )

pour tout int �egrande f 2 BL1(
 ; T; d) et pour toute fonction continue ' :
[� 1; 1]! R.

Autres top ologies stables, mesures de Young d'ordre p On obtient
desvariantes int�eressantes et naturellesdestopologiesstablesen rempla�cant
la condition de bornitude des int�egrandestest par une condition de crois-
sance.Par exemple,si p 2 [1; + 1 [ et si D est une famille de semidistances
sur T qui d�e�nit la topologie de T, on peut consid�erer les int�egrandesf
tels qu'il existe d 2 D pour lequel on ait jf (! ; :)j � 1 + d(x0; :)p, o�u x0

est un �el�ement �x �e de T (la d�e�nition ne d�epend pas du choix de x0). On
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obtient ainsi, avec desnotations �evidentes, les topologiesstables� � ;p
Y;D , pour

� = S; M; N; W. Le cadrenaturel d'�etude de � � ;p
Y;D est le sous-espace

Yp
D = f � 2 Y; (8d 2 D)

Z


 � T
d(x0; :)p d� < 1g

desmesures de Young d'ordre p (ou mesures de Young p-int �egrables) relati-
vement �a D. Dans le caso�u T � Rn et D a pour unique �el�ement la distance
associ�ee�a la norme, l'espace(Yp

D ; � � ;p
Y;D ) est consid�er�e dansdestravaux aussi

di� �erents que (notamment) [Bal89b, KP94, PV95, Rou97, DM02, AP03].
Introduisonsmaintenant unenotion d'int�egrabilit�euniforme qui nousser-

vira pour caract�eriser la � � ;p
Y;D -convergence.On dit qu'une partie Y � Yp

D est
uniform�ement p-int �egrablesi, pour tout d 2 D,

lim
R! + 1

sup
� 2 Y

Z


 �f d(a;:)>R g
d(a;x)p d� (! ; x) = 0

pour un a 2 T (et donc pour tout a 2 T). On dit qu'une suite g�en�eralis�ee
(� � )� 2 A dans Yp

D est asymptotiquementuniform�ement p-int �egrable si, pour
tout d 2 D,

lim
R! + 1

lim sup
�

Z


 �f d(a;:)>R g
d(a;x)p d� � (! ; x) = 0

pour un a 2 T (donc pour tout a 2 T). Si A = N, la suite (� � )� 2 A est
asymptotiquement uniform�ement p-int�egrablesi et seulement si elle est uni-
form�ement p{in tegrable.

Prop osition 1.2.3 (Caract �erisations de la convergence pour � � ;p
Y;D ) On

supposeque T est compl�etement r�egulier et que sa topologie est d�e�nie par
une famil le D de semidistances. Soient p � 1, (� � )� 2 A une suite g�en�eralis�ee
dansYp

D et � 2 Yp
D . On supposequ'il existeune partie s�eparableT0 deT telle

que� (
 � T0) = 1. Fixons un �e l�ement a de T. Alors, pour � = S; M; N; W,
les assertionssuivantessont �equivalentes.

1: (� � )� 2 A convergevers � pour � � ;p
Y;D .

2: � � � -stable� � � � ! � et lim �
R


 � T d(a;x)p d� � (x; ! ) =
R


 � T d(a;x)p d� (x; ! ) pour

tout d 2 D.

3: � � � -stable� � � � ! � et (� � )� 2 A est asymptotiquementuniform�ementp{integrable.

�A l'aide du th�eor�eme1.2.1, on en d�eduit le r�esultat suivant.
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Corollaire 1.2.4 Si T estm�etrisablesouslinien,lestopologies� � ;p
Y;D co•�ncident

(� = S; M; N; W).

Si T = E est un espacevectoriel norm�e s�eparableet si D ne contient que
la distanceassoci�ee�a la normede E, alorsLp

(T;D) := Yp
D \ L0(
 ; F ; P; T) n'est

rien d'autre que l'espaceLp(
 ; F ; P; E) desfonctions Bochner int�egrablesde
(
 ; F ; P) dansE. On verra plus loin (corollaire 1.5.7page24) quela trace sur
Lp(
 ; F ; P; E) de la topologie� � ;p

Y;D est la topologieforte de Lp(
 ; F ; P; E).
On retrouve de même les espacesd'Orlicz en rempla�cant dans ce qui

pr�ec�eded(x0; :)p par ' (d(x0; :)), o�u ' est une fonction de Young [AP04].

Densit �e des fonctions dans les mesures de Young C'est l'une des
propi�et�es les plus importantes des topologiesstables,et en fait les mesures
de Young ont �et�e historiquement construites comme limites de fonctions.
Le r�esultat ci-dessousa donc une longue histoire, de [You37] �a [Bal84b]. Il
est l�eg�erement g�en�eralis�e ici, l'espaceconsid�er�e n'�etant pas n�ecessairement
r�egulier.

Th �eor�eme 1.2.5 (th �eor�eme de densit �e) SupposonsqueT soit un espace
de Radon dont les parties compactesT sont m�etrisables(par exemple,T est
un espace souslinien). Supposonsde plus la probabilit�e P sansatome. Alors
L0 est densedansY pour � �

Y , � = S; M; N; W.

Apr�esuner�eductionaucasm�etrisablecompact,la preuvedans[CRdFV04]
consiste�a approcher toute mesurede Young non d�eg�en�er�eepar une suite de
fonctions qui oscillesur desparties mesurablesde plus en plus petites.

Une autre approche utilisant le th�eor�emede convergencedesmartingales
est pr�esent�eedans[RdFZ02].

On obtient uneversionanaloguepour lesmesuresdeYoungp-int�egrables.

Corollaire 1.2.6 On suppose que T est un espace de Radon �a compacts
m�etrisables(par exempleT est un espace souslinien r�egulier), et que P n'a
pas d'atome. Soit D une famil le de semidistances qui d�e�nit la topologie T.
Alors, pour tout p � 1, Lp

(T;D) est densedans Yp
D pour la topologie � � ;p

Y;D ,
� = S; M; N; W.

Comme pour le th�eor�eme 1.2.5, on se ram�ene au cas m�etrisable compact.
Danscecas,on a Yp

D = Y, Lp
(T;D) = L0 et � � ;p

Y;D = � S
Y . Le th�eor�eme1.2.5donne

alors le r�esultat.
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G�en�eralisation aux mesures sur 
 � T La d�e�nition des topologies
stablesn'utilise ni le fait queles�el�ements de Y(
 ; F ; P; T) ont pour masse1,
ni qu'ils ont mêmemargeP. On peut donc�etendrecestopologies�a M(
 � T)
en rempla�cant Y par M(
 � T) dans les d�e�nitions. Les topologiescorres-
pondantes sont not�ees� �

M , � = S; M; N; W. C'est le cadre retenu dans les
�etudes[Bal01] (qui porte sur � W

M ) et [RdF03] (qui �etudie la compacit�e pour
� S

M ).
Le th�eor�eme \p ortmanteau" (th �eor�eme 1.2.1) admet encoreune formu-

lation dansce cadreg�en�eral ([RdF03] et [CRdFV04, Remark 2.1.5]) : il suf-
�t d'ajouter, dans les a�rmations A3 et B2, que l'on a lim � � � (
 � T) =
� (
 � T) et, dans les parties B et C, que l'ensemble C contient toutes les
fonctions 1lA , A 2 F .2 En particulier, la topologie� S

M peut être d�e�nie comme
la topologiela moins �ne qui rendesemicontinuesinf�erieurement lesapplica-
tions � 7! � (G) (G 2 G) et qui rendecontinue l'application � 7! � (
 � T).
Ainsi, � S

M est un casparticulier de la w-topologie d�e�nie de mani�ereabstraite
par F. Tops�e [Top70a].

Remarquonsque la trace sur M(T) de � �
M est la topologie�etroite si � 2

f S; Ng et la topologiefaible si � 2 f M; Wg. D'autre part, la trace sur M(
)
de � �

M est la s-topologie [Top70a], c'est{�a{dire la topologiela moins �ne telle
que, pour chaqueA 2 F , l'application � 7! � (A) soit continue.

Nousreprendronscecadreg�en�eralpage11dansla pr�esentation descrit �eres
de compacit�e pour les topologiesstables.

1.3 Crit �eres de compacit �e

Comme cela a �et�e annonc�e dans l'in troduction, il existe des conditions
su�san tes simples�a v�eri�er pour qu'une partie de Y soit compactepour � �

Y .
Nousnouscontenteronsde caract�eriserlescompactspour � S

Y , puisqu'ils sont
en même temps compactspour � �

Y , � = M; N; W. Par ailleurs, les crit �eres
de compacit�e pour � � ;p

Y;D sed�eduisent facilement de ceux pour � �
Y , d'apr�es la

proposition 1.3.1ci-dessous.
Rappelons qu'un sous-ensemble K d'un espacetopologique T est com-

pact pour les suitesg�en�eralis�eesdansT si toute suite g�en�eralis�eed'�el�ements
de K admet une sous-suiteg�en�eralis�ee qui converge dans T. De mani�ere
�equivalente, K est compactpour lessuitesg�en�eralis�eessi toute suite g�en�era-
lis�eeuniverselled'�el�ements deK converge(voir [Kel55] pour lesd�e�nitions et
propri�et�esdessous-suitesg�en�eralis�eeset dessuitesg�en�eralis�eesuniverselles).

2On peut [RdF03, Theorem 3.2] remplacer cette condition sur C par l'hypoth�eseque
l'emsemble f (� 
 )] (� � ) ; � 2 Ag est �equicontinu (voir la d�e�nition page13)
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On dit queK est relativementcompact s'il est contenu dansune partie com-
pactedeT. Donc toute partie relativement compactedeT estcompactepour
lessuitesg�en�eralis�ees.L'implication r�eciproqueestvraie si T estr�egulier(voir
la d�emonstration dans[PV95] ou dans[OW98]).

Le r�esultat suivant sed�eduit facilement de la proposition 1.2.3.

Prop osition 1.3.1 (P arties compactes de Yp
D ) On suppose que T est

compl�etement r�egulier. Soit D une famil le de semidistances qui d�e�nit la
topologie de T. Soient p � 1 et Y � Yp

D . Les assertions suivantes sont
�equivalentes,pour � = S; M; N; W.

1: L'ensembleY est compact pour les suitesg�en�eralis�eesdans (Yp
D ; � � ;p

Y;D ).

2: L'ensembleY est compact pour les suites g�en�eralis�eesdans (Yp
D ; � �

Y ) et
uniform�ement p{int �egrablepar rapport �a D.

Le r�esultat ci-dessousest tr �esutile pour les applications. On dit qu'une
partie K d'un espacetopologiqueT est s�equentiellementrelativementcom-
pacte si toute suite d'�el�ements de K admet une sous-suitequi convergedans
T (cette terminologien'est pastout �a fait coh�erente aveccellequenousavons
introduite plus haut, mais elle est conforme�a l'usage�etabli).

Lemme 1.3.2 (quand la compacit �e entra �̂ne la compacit �e s�equen-
tielle) Soit M une partie relativement compacte de Y pour � S

Y . Supposons
qu'il existeune topologie s�eparablem�etrisablemoins �ne que la topologie de
T mais qui poss�ede les mêmesbor�eliens que cette topologie (c'est le cas si,
par exemple,T est souslinienr�egulier). Alors M est s�equentiellementrelati-
vementcompact.

Un autre r�esultat tr �esutile li�e �a la compacit�e s�equentielle est la version
pour les mesuresde Young du th�eor�emede Koml�os, due �a Balder [Bal89a,
Bal90]. Nous ne la pr�esentons pas ici, mais nous l'utiliserons page33, pour
d�emontrer qu'un certain processus�a valeurs mesures,obtenu commelimite
stable de processusadapt�es,est adapt�e.

Crit �eres de Tops�e et de Jacod et M �emin

Nous nous pla�consici dans le cadre g�en�eral de l'espace(M (
 � T); � S
M ).

Nous donnonsd'abord une condition n�ecessaireet su�san te de compacit�e
pour lessuitesg�en�eralis�ees(crit �erede Tops�e), dont nousd�eduisonsd'autres
crit �eresdansdescasparticuliers.

On appelle pavagesur 
 � T tout ensemble non vide de parties de 
 � T.
�Enum�eronsmaintenant les propri�et�es despavagesG(T) et K(T) dont nous
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aurons besoin.La pr�esentation ci-dessoussuit celle de [Top70a], pour faci-
liter la comparaison.On dit que T est sous-m�etrisables'il existe sur T une
topologie m�etrisable moins �ne. Cela revient �a dire qu'il existe une famille
d�enombrable de fonctions continues �a valeurs r�eellessur T qui s�epare les
points de T.

Lemme 1.3.3 (Propri �et �es des pavages G et K) On suppose que T est
sousliniensous-m�etrisableet que(
 ; F ) est universellement complet.

I. K contient ; et eststablepar r�eunion �nie et par intersection d�enombrable.
II. G contient ; et est stablepar union �nie et par intersection �nie (en

fait, G est �egalementstablepar union d�enombrable, mais nous n'en aurons
pas besoin).

III. K n G 2 K pour tout K 2 K et pour tout G 2 G,
IV. G s�epare les ensemblesdans K, c'est{�a{dir e que, pour toute paire

f K 1; K 2g d'�el�ementsdisjoints deK, on peut trouverune paire f G1; G2g d'�el�e-
ments disjoints de G telle queK 1 � G1 et K 2 � G2.

V'. Soit M une partie de M(
 � T) telle que (� 
 )] (M ) soit relative-
ment compact pour la s-topologie sur M(
) . Alors M est uniform�ement � {
r�eguliersur G au point ; par rapport �a K, c'est{�a{dir e que,pour toute famil le
d�enombrable(K i ) i 2 I d'�el�ementsde K �ltr ante d�ecroissantevers ; , on a

inf
i 2 I

sup
� 2 M

inf
G2 G; G� K i

� (G) = 0

(on dit que(K i ) i 2 I est �ltr ante d�ecroissantevers ; si \ i 2 I K i = ; et si, pour
tout i 2 I et pour tout j 2 I , il existek 2 I tel queK k � K i \ K j ).

Remarque 1.3.4 Le pavage K ne v�eri�e pas la propri�et�e V de [Top70a],
c'est{�a{dire queK n'est passemi-compact(un pavageCestdit semi{compact
si, pour toute famille d�enombrable d'�el�ements de C ayant une intersection
vide, il existe une sous-famillefanie ayant la même intersection). Toutefois
la propri�et�e plus faible V' su�t pour obtenir un r�esultat analogue�a [Top70a,
Theorem4].

Avant de d�eduiredu lemme1.3.3une adaptation du crit �erede compacit�e
de Tops�e, il nous faut introduire encorequelquesd�e�nitions.

On appelle compl�etion universelle de F la tribu F � = \ � 2 M (
) F � , o�u F �

est la tribu � {compl�et�eede F , c'est{�a{dire la tribu engendr�eepar F et les
ensembles � -n�egligeables.Des notations telles que G� ou � S

M
� signi�ent que

l'on a remplac�e F par F � dans lesd�e�nitions de G et de � S
M .

Si C et E sont deux pavagessur 
 � T, on dit que E domine C si tout
�el�ement de C est contenu dansun �el�ement de E.

On d�eduit du lemme1.3.3 le crit �ere suivant [RdF03], adapt�e de celui de
Tops�e ([Top70a, Corollary 2], voir aussi[Top74, OW98]).
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Th �eor�eme 1.3.5 (crit �ere de Tops�e) On suppose que T est souslinien
sous-m�etrisable.Une partie M de M(
 � T) est compacte pour les suitesg�e-
n�eralis�eesdans (M (
 � T); � S

M
� ) si et seulementsi les conditions (i ) et (ii )

ci-dessoussont v�erif� �ees:
(i ) L'ensemble(� 
 )] (M ) est compact pour les suites g�en�eralis�eesdans

M(
) muni de la s-topologie.
(ii ) Pour toute sous-famille G0 de G� qui domine K et pour tout � > 0, il

existe une sous-famille �nie G00de G0 telle que, pour tout � 2 M , on
puissetrouver G 2 G00v�eri�ant � (Gc) < � .

Descrit �eresde compacit�e pour lessuitesg�en�eralis�eesdansM(
) muni de
la s-topologieont �et�edonn�esdans[Top70a, G•an71, AGK76]. En particulier, si
unepartie M deM(
) estrelativement compacte,elleest�equicontinue, c'est{
�a{dire que, pour toute suite d�ecroissante (An) dans F telle que \ nAn = ; ,
on a limn sup� 2 M � (An) = 0 [G•an71].

Id �ee de la preuv e du th �eor�eme 1.3.5. La partie directe est exactement
commedans[Top74]. SupposonsM compactpour lessuitesg�en�eralis�eesdans
(M (
 � T); � S

M
� ). La propri�et�e(i ) est trivialement v�eri� �ee.Supposonsque(ii )

ne le soit pas : il existeune famille G0 = (GK )K 2 K d'�el�ements de G telle que
GK � K pour chaqueK 2 K et que, pour toute sous-famille�nie G00de G0,
il existe � 2 M v�eri�an t minf � (Gc); G 2 G00g > � . Mais alors la famille

(OGK )K 2 K := (f � 2 M(
 � T); � (Gc
K ) < � g)K 2 K

est un recouvrement ouvert de M(
 � T). D'apr�es [OW98, Proposition 1],
on peut en extraire un sous-recouvrement �ni de M , ce qui conduit �a une
contradiction.

R�eciproquement, supposonsque M v�eri�e (i ) et (ii ). Soit (� � )� 2 A une
suite g�en�eralis�ee universelledans M . D'apr�es (i ), on a sup� 2 M � (
 � T) <
+ 1 . L'application � : G ! [0; + 1 [ d�e�nie par

(8G 2 G) � (G) = lim
�

� � (G)

est born�eed'apr�es(i ). La propri�et�e V' du lemme1.3.3et l'hypoth�ese(i ) en-
tra�̂nent que,pour toute famille d�enombrable(K i ) i 2 I d'�el�ements deK �ltran te
d�ecroissante vers ; , on a

inf
i 2 I

inf
G2 G; G� K i

� (G) � inf
i 2 I

sup
� 2 M

inf
G2 G; G� K i

� (G) = 0 = � (; ):

c'est{�a{dire que l'application � est � {r �eguli�ere en ; par rapport �a K. Il
d�ecoulealorsde [Top70a, Theorem2] et despropri�et�esI �a IV du lemme1.3.3
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que l'application � : F 
 B (T) ! [0; + 1 [ d�e�nie par

(8B 2 F 
 B (T)) � (B ) = sup
K � B ; K 2 K

inf
G2 G; G� K

� (G)

est une mesuresur F 
 B (T). De plus, on a �evidemment

(8G 2 G) � (G) � lim inf
�

� � (G):

Pour montrer que (� � )� convergevers � , il ne resteplus qu'�a v�eri�er que

� (
 � T) = lim
�

� � (
 � T):

Supposonsle contraire : il existe � > 0 et, pour chaqueK 2 K, un �el�ement
GK de G tel queGK � K et lim � � � (GK ) + 2� � lim � � � (
 � T). On obtient
alors une contradiction avec (ii ) en prenant G0 = f GK ; K 2 Kg.

On d�eduit du th�eor�eme1.3.5desg�en�eralisationsdu crit �erede compacit�e
de Prokhorov pour les mesuresbor�eliennes.D�e�nissonsd'abord desnotions
de tension pour les mesuresde Young.

On dit qu'une partie M de M(
) est souplementtendue si, pour tout
� > 0, on peut trouver un compactal�eatoireK 2 K tel quesup� 2 M � (K c) < � .
On dit queM est strictement tenduesi, pour tout � > 0, on peut trouver un
compactK 2 K tel quesup� 2 M � (
 � K c) < � . DoncM eststrictement tendu
si et seulement si (� T)] (M ) est tendu au sensusuel.Une autre formulation
de cesnotions de tension a �et�e introduite par Balder [Bal84a] et fait appel
aux int�egrandesinf-compacts.

Le th�eor�eme 1.3.5 nous donne imm�ediatement le r�esultat suivant, qui
g�en�eralise[Bal01, Theorem5.2]dansla mesureo�u T n'est passuppos�er�egulier
et o�u la compacit�e obtenue l'est pour une topologiea priori plus �ne que la
\ws{top ology" � W

M .

Prop osition 1.3.6 (crit �ere de Prokhoro v)

A) SupposonsqueT soit sousliniensous-metrisable.Soit M une partie sou-
plement tendue de M(
 � T) telle que (� 
 )] (M ) soit compact pour les
suites g�en�eralis�eesdansM(
) muni de la s-topologie. Alors M est com-
pact pour lessuitesg�en�eralis�eesdans(M (
 � T); � S

M
� ) (et doncaussidans

(M (
 � T); � S
M )).

B) Supposonsmaintenant seulementquelescompactsdeT soientm�etrisables.
Soit M unepartie strictement tenduedeM(
 � T) telle que(� 
 )] (M ) soit
compact pour les suites g�en�eralis�eesdans M(
) muni de la s-topologie.
Alors M est compact pour les suites g�en�eralis�eesdans (M (
 � T); � S

M
� )

(et donc aussi dans (M (
 � T); � S
M )).
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Rappelons qu'une mesure� 2 M(T) est dite � -r�eguli�ere si, pour toute
suite �ltran te d�ecroissante (F� ) de ferm�esde T, on a � (\ � F� ) = inf � � (F� ).
Toute mesurede Radon est � -r�eguli�ere. L'espaceT est dit de Prokhorov si
toute ensemble �etroitement compact de mesures� -r�eguli�eresest tendu (voir
par exemple[Bog98]). Les espacespolonais sont desespacesde Prokhorov,
d'autres exemplessont donn�es dans [Top74, Whe83]. La caract�erisation la
plus g�en�eraledesespacesde Prokhorov est donn�eedans[Bou02].

Le crit �erede Prokhorov prend une forme particuli �erement agr�eabledans
le cas o�u T est un espacede Prokhorov. Le r�esultat ci-dessousg�en�eralise
un crit �ere de Jacod et M�emin ([JM81a, Th�eor�eme 2.8], voir aussi [Sch75,
Theorem3.10]et [Bal01, Theorem5.2]), qui �etait connu dansle caso�u T est
polonais.

Corollaire 1.3.7 (crit �ere de Jacod et M �emin) On supposeT souslinien
sous-m�etrisable et de Prokhorov. Une partie M de M(
 � T) est compacte
pour lessuitesg�en�eralis�eesdans(M (
 � T); � S

M ) si et seulementsi lescondi-
tions (a) et (b) ci-dessoussont v�eri� �ees.

(a) (� 
 )] (M ) est compact pour les suites g�en�eralis�eesdans M(
) muni
de la s-topologie.

(b) (� T)] (M ) est compact pour les suites g�en�eralis�eesdans M(T) muni
de la topologie �etroite.

Application aux mesures de Young Les crit �erespr�ec�edents admettent
desversionstriviales dans (Y; � S

Y ), puisquela projection sur M(
) de toute
partie de Y est f Pg, donc toujours compacte.On a en particulier le r�esultat
suivant.

Th �eor�eme 1.3.8 (crit �eres de compacit �e pour les mesures de Young)
On supposequeT est sousliniensous-m�etrisable.

1. Toute partie souplementtenduede Y est compacte pour les suites g�e-
n�eralis�eesdans la topologie � S

Y .

2. Si T est un espace de Prokhorov, une partie M de Y est compacte pour
les suitesg�en�eralis�eesdans la topologie � S

Y si et seulementsi (� T)] (M )
est compact pour les suitesg�en�eralis�eesdans la topologie �etroite.

3. Toutepartie relativementcompactede(Y; � S
Y ) ests�equentiellementrela-

tivement compacte.

On en d�eduit imm�ediatement un r�esultat bien connu dansle caspolonais
([Bal84a, page573], [Jaw84, th�eor�eme2.4]) :
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Corollaire 1.3.9 (�equiv alence des notions de tension) Supposonsque
T soit un espace de Prokhorov sousliniensous-m�etrisable.Alors toute partie
souplementtenduede Y est strictement tendue.

On obtient une variante utile du corollaire 1.3.9, par une m�ethode diff�e-
rente [CRdFV04, Theorem 4.3.14], inspir�ee d'une id�ee de Valadier [Jaw84,
th�eor�eme2.4].On dit queT admet unesuite co�nale decompactsm�etrisables
s'il existeunesuite (K n ) decompactsm�etrisablesdeT telle quetout compact
de T soit contenu dansl'un desK n . C'est le cassi, par exemple,T est le dual
� -faible d'un espacedeBanach s�eparable; or un tel espacen'est deProkhorov
que s'il est de dimension�nie [Fer94].

Prop osition 1.3.10 Supposonsque T admette une suite co�nale de com-
pacts m�etrisables.Alors toute partie souplementtenduede Y est strictement
tendue.

Id �ee de la preuv e. On munit l'ensemble K de la topologie de Vietoris,
c'est{�a{dire de la topologieengendr�eepar les ensembles

U� = f F 2 F; F \ U 6= ;g

et
U+ = f F 2 F; F � Ug;

o�u U d�ecrit G. D'apr�es une caract�erisation due �a Michael [Mic51, Theo-
rem 2.5.2](pour la condition su�san te) et Christensen[Chr74, Theorem3.1]
(pour la condition n�ecessaire),unepartie C deK est relativement compactesi
et seulement s'il existeK 2 K tel que l'on ait C � K pour tout C 2 C. Sous
les hypoth�esesde la proposition, on montre que K est un espacede Radon
[CRdFV04, Theorem4.3.14].

Soit M une partie souplement tendue de Y et soit � > 0. Il existeK 2 K
tel que sup� 2 M � (K ) � 1 � �=2. Or K peut être vu comme un �el�ement
al�eatoirede K, dont la loi est donctenduepuisqueK est un espacede Radon.
D'apr�esle r�esultat de Michael, il existedonc un compactK 2 K tel que l'on
ait Pf K (! ) � K g � 1� � . On en d�eduit imm�ediatement sup� 2 M � (
 � K ) �
1 � � , donc M est strictement tendu.
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1.4 Tableaux de r�esultats sur les convergences
stables

On rassemble dans cette partie desr�esultats qui pr�ecisent ceux dessec-
tions pr�ec�edentes.

Tablea u 1: theor �eme de semicontinuit �e
� � W-stable� � � � ! � 1 ) � � S-stable� � � � ! � 1

Condition su�san te Preuv e dans [CRdFV04 ]

T est souslinienm�etrisable Portmanteau Theorem
(Theorem 2.1.3-Gpage25)

(� � )� est strictement tendu
et P� (T) = P(T) (e.g. T est de Ra-
don ou h�er�editairement Lindel•of)
et T est compl�etement r�egulier et
les parties compactes de T sont
m�etrisables

ou

(� � )� est souplement tendu
et T est souslinienr�egulier

Theorem4.3.8page94

(� � )� est une suite et T est un es-
paces�equentiellement de Prohorov
tel que Pt (T) = P� (T) = P(T)
(e.g. T est un espacem�etrique ou
un espacek! sous-m�etrisable)

Theorem4.5.1page104
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Tablea u 2: crit �eres de rela tive compacit �e s�equentielle

K � Y est � S
Y {s�equentiellement relativement compact

Condition su�san te Preuv e dans [CRdFV04 ]

K est strictement tendu
et les parties compactesde T sont
m�etrisables
ou
K est souplement tendu
et T est sousliniensous-m�etrisable

Theorem 4.3.5 (Prohorov Crite-
rion) page92

K est souplement tendu
et T est souslinien et K(T) est de
Radon (e.g. T a une suite co�nale
de parties compactesm�etrisables)

Theorem4.3.5(Prohorov Criterion)
page92 et
Theorem 4.3.13page97 (voir aussi
Theorem4.3.14)

K est � S
Y {s�equentiellement relativement compact) K est � S

Y {relativ ely compact
Condition su�san te Preuv e dans [CRdFV04 ]

T est souslinien m�etrisable et
F est essentiellement d�enombra-
blement engendr�e (donc � S

Y est
m�etrisable)

Remark 4.5.3page105

T est un espacepolonaisou bien un
espaces�equentiellement de Proho-
rov poss�edant une suite co�nale de
compactsm�etrisables(e.g. T estun
espacek! sous-m�etrisable)

Proposition 4.5.2page105

K est � S
Y {relativ ement compact ) K est � S

Y {s�equentiellement relativement compact
Condition su�san te Preuv e dans [CRdFV04 ]

T est sousliniensous-m�etrisable Lemma 4.1.1page84
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1.5 Convergence en probabilit �e ou en moyenne
d'ordre p

Dans toute cette partie, on suppose pour simpli�er que T est un espace
cosmiquer�egulier (donc compl�etementr�egulier) dont la topologie est d�e�nie
par un ensembleD de semidistances.

1.5.1 Convergence en probabilit �e de mesures de Young

Convergence en probabilit �e d' �el�ements al�eatoires

Soit (X � ) une suite g�en�eralis�ee dans L0 (T) et soit X 2 L0 (T). On dit
que (X � ) convergeen probabilit�e versX , et on note

X �
probabilit �e� � � � ! X

si on a

(1.5.1) (8d 2 D) (8� > 0) lim
�

P f d(X � ; X ) > � g = 0:

Un calcul classiqueet facile montre que (1.5.1) �equivaut �a

(1.5.2) (8d 2 D) lim
�

Z



min(d(X � ; X ); 1) dP = 0:

J. Ho�mann-J�rgensen a donn�e une d�e�nition de la convergenceen probabi-
lit �e qui ne d�epend que de la topologiede T et non de la structure uniforme
associ�ee�a D : plus pr�ecis�ement, soit C (T; [0; 1]) l'espacedesfonctions conti-
nuesde T dans[0; 1]. Alors (1.5.1) et (1.5.2) �equivalent �a

(1.5.3) (8' 2 C (T; [0; 1])) lim
�

Z



j' (X � ) � ' (X )j dP = 0:

([HJ91, Theorem 7.4] et [HJ98, Corollary 4.7]). (Cette d�e�nition a aussi
l'avantage de conserver un sensmêmesi T n'est pascompl�etement r�egulier.)
D'autre part, pour toute variable al�eatoire r�eelled�e�nie sur 
, on a

(1.5.4)
Z



jY j dP � sup

A2F

�
�
�
�

Z

A
Y dP

�
�
�
� �

1
2

Z



jY j dP;

donc (1.5.3) revient �a

(1.5.5) (8' 2 C (T; [0; 1])) lim
�

sup
A2F

Z

A
(' (X � ) � ' (X 1 )) dP = 0:
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On voit donc que l'on a en particulier, en enlevant le supremum et en tra-
duisant (1.5.5) dans le langagedesmesuresde Young,

(1.5.6) (8A 2 F ) (8' 2 C (T; [0; 1])) lim
�

� X �
( 1lA 
 ' ) = � X ( 1lA 
 ' ):

Donc,si (X � ) convergeenprobabilit �eversX , (1.5.6) montre que� X �
converge

de mani�ereW-stable vers � X . R�eciproquement, supposonsque � X �
converge

demani�ereW-stable vers� X . Soit d 2 D et soit g 2 BL1(
 ; T; d) l'in t�egrande
d�e�ni par

g(! ; x) = d(x; X (! )) :

D'apr�esla proposition 1.2.2, on a

lim
�

Z
d(X � ; X ) dP = lim

�

Z
gd� X �

=
Z

gd� X = 0;

donc(X � )� 2 A convergein probabilit �eversX . Ainsi, la topologiede la conver-
genceen probabilit �e sur L0 coincideavec la trace sur L0 de la convergence
W-stable. Cela signi�e que l'on peut supprimer le supremum dans(1.5.5) et
exiger seulement que la convergenceait lieu pour chaqueA 2 F . On verra
un r�esultat plus fort dans le th�eor�eme1.5.4.

Si d est une semidistancesur T, on note � (d)
prob la semidistancesur L0

d�e�nie par
� (d)

prob (X ; Y) = E (min (d(X ; Y); 1)) :

La convergenceen probabilit �e est donc la convergencepour la topologie� prob
L0

induite par lessemidistances� (d)
prob (d 2 D). On remarqueaussique,si d est

une distancesur T, alors � (d)
prob est une distancesur L0(T), et si d induit la

topologiede T, alors � (d)
prob induit � prob

L0 .

Convergence en probabilit �e de mesures de Young

On d�e�nit naturellement la topologie� prob
Yd

de la convergenceen probabi-
lit �e sur le sous-espaceYd desmesuresde Young d�esint�egrables,vuescomme
des�el�ements al�eatoiresde l'espaceP(T) muni de la topologiefaible. L'espace
T �etant suppos�e cosmiquer�egulier, P(T) est �egalement cosmiquer�egulier
pour la topologie faible [CRdFV04, Proposition 1.3.2], donc le cadre d�ecrit
plus haut s'applique parfaitement. On verra plus loin que la topologie � prob

Yd

a un prolongement naturel �a Y.
Parmi lesensemblesde semidistancesqui induisent la topologiefaible de

P(T), il en est deux particuli �erement int�eressants. Le premier est donn�e par
la d�e�nition : c'est celui dessemidistancesd(f ) : (�; � ) 7! j� (f ) � � (f )j, o�u f
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d�ecrit C (T; [0; 1]). Ainsi, la topologie � prob
Yd

est induite par les semidistances

�
(d( f ) )
prob (f 2 C (T; [0; 1])) d�e�nies par

�
(d( f ) )
prob (�; � ) =

Z



j� ! (f ) � � ! (f )j dP(! ):

D'apr�es (1.5.4), on voit que les semidistances�
(d( f ) )
prob sont �equivalentes aux

semidistancese� (f )
prob d�e�nies par

(1.5.7) e� (f )
prob (�; � ) = sup

A2F
j� ( 1lA 
 f ) � � ( 1lA 
 f )j :

L'in t�er̂et de l' �egalit�e (1.5.7) est qu'elle conserve un sensmêmesi � et � ne
sont pas d�esint�egrables.On obtient donc une extensionnaturelle de � prob

Yd
�a

Y : la topologie de la convergence en probabilit�e � prob
Y sur Y est la topologie

induite par les semidistancese�
(d( f ) )
prob (f 2 C (T; [0; 1])) �etendues�a Y.

Le secondensemble desemidistancesqui induit la topologiefaible deP(T)
est celui dessemidistancesde Dudley � (d)

BL (d 2 D)

� (d)
BL (�; � ) = sup

f 2 BL 1 (T;d)
j� (f ) � � (f )j

(voir [Dud66]). La topologie� prob
Y est donc induite par lessemidistances� (d)

BL
(d 2 D) d�e�nies par

� (d)
BL (�; � ) =

Z



� (d)

BL (� ! ; � ! ) dP(! ):

On appelle � (d)
BL la semidistance de Dudley param�etr�eeassoci�ee�a d.

Th �eor�eme 1.5.1 On supposequeD est �ltr ant croissant. La topologie � prob
Yd

est induite par la famil le
�

� (d)
BL

�

d2D
et on a, pour tout d 2 D et tout �; � 2 Y,

(1.5.8) � (d)
BL (�; � ) = sup

f 2 BL 1 (
 ;T;d)
(� (f ) � � (f )) = sup

f 2 BL 0
1 (
 ;T;d)

(� (f ) � � (f )) :

Si d est une distance, alors � (d)
BL est une distance sur Y.

On obtient donc deux d�e�nitions de � (d)
BL (�; � ) qui conservent un sens

mêmesi � et � ne sont pasd�esint�egrables.

21



Th �eor�eme 1.5.2 (semidistances de Dudley param �etr �ees sur Y) On
supposequeD est �ltr ant croissant.Pour chaqued 2 D et pour tout �; � 2 Y,
la deuxi�eme�egalit�e dans (1.5.8) restevraie � si � ne sont pas d�esint�egrables,
c'est{�a{dir e qu'on a

sup
f 2 BL 1 (
 ;T;d)

(� (f ) � � (f )) = sup
f 2 BL 0

1 (
 ;T;d)
(� (f ) � � (f )) :

On peut donc prendre (1.5.8) comme d�e�nition des semidistances � (d)
BL sur

l'espace Y tout entier. De plus, la topologie � prob
Y de la convergence en proba-

bilit �e sur Y est induite par les semidistances � (d)
BL (d 2 D).

Remarque 1.5.3 (comparaison des caract �erisations de � W
Y et � prob

Y )
La premi�ere d�e�nition de � prob

Y a montr �e que la di� �erenceentre les topo-
logies � prob

Y et � W
Y tient au terme supA2F dans (1.5.7). De même, d'apr�es

le th�eor�eme1.5.2, si D est �ltran t croissant, alors � prob
Y est la topologie de

la convergenceuniforme sur les ensemblesBL1(
 ; T; d) (d 2 D), tandis que,
d'apr�esle th�eor�eme1.2.1(condition B3) � W

Y est la topologiede la convergence
simple sur [ d2D BL1(
 ; T; d).

Th �eor�eme 1.5.4 (comparaison de � prob
Y avec � W

Y )

1: La topologie � prob
Y est plus �ne que� W

Y .

2: � prob
Y eststrictement plus �ne que� W

Y si et seulementsi T a au moins deux
�el�ementset (
 ; F ; P) a une partie non atomique.

3: Cesdeuxtopologiescoincident sur L0(T). De plus, si (� � )� 2 A estune suite
g�en�eralis�ee dans Yd et si X 2 L0, alors (� � )� 2 A converge de mani�ere W-
stable vers � 1 = � X si et seulementsi (� � )� 2 A converge en probabilit�e
vers � X .

4: L0(T) est ferm�e pour � prob
Y dansL0 (P(T)) = Yd.

5: Si T estpolonaisou si T admetunesuite co�nale decompactsm�etrisables,
alors (Y; � prob

Y ) et (Y; � W
Y ) ont lesmêmesparties convexess�equentiellement

ferm�ees.

Remarque 1.5.5 Supposonsque T soit souslinien(r�egulier) et que P soit
sansatome.D'apr�esle th�eor�eme1.2.5, L0 estdensedansYd = Y muni de � W

Y ,
alorsqu'il est ferm�e dansY pour la topologie� prob

Y et quecesdeux topologies
coincident sur L0.

On retrouve la mêmesituation avec le sousespaceC de l'espacede Sko-
rokhod D (voir page 36) : C est densedans D pour la topologie J1, alors
qu'il est ferm�e dansD pour la convergenceuniforme sur lescompactset que
cesdeux topologiescoincident sur C.
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1.5.2 Convergence en moyenne de mesures de Young

Soit p � 1 �x �e. Nous allons d�e�nir sur Yp
D une topologie � p

Y;D plus �ne
que � prob

Y et qui induit sur Lp
(T;D) := Yp

D \ L0(
 ; F ; P; T) la mêmetopologie
que � � ;p

Y;D . On verra ensuite dans le corollaire 1.5.7 que, lorsque T = E est
un espacenorm�e la trace sur Lp

(T;D) de � p
Y;D est la topologie forte usuellede

Lp(
 ; F ; P; E).
Pour tout � et tout � dansP(T), on note

D(�; � ) = f � 2 P(T � T); � (: � T) = � et � (T � :) = � g:

Si c : T � T ! [0; + 1 ] estune fonction mesurable,on d�e�nit la fonctionnelle
de Kantorovich � (c)

KR : P(T) � P(T) ! [0; + 1 ] associ�ee�a c par

� (c)
KR (�; � ) := inf

� 2 D (�;� )

Z

T� T
c(x; y) d� (x; y):

Pour tout d 2 D, on de�nit une semidistance� (p;d)
KR : P(T) � P(T) !

[0; + 1 ] en posant

� (p;d)
KR (�; � ) :=

�
� (dp )

KR

� 1=p
= inf

� 2 D (�;� )

� Z

T� T
d(x; y)p d� (x; y)

� 1=p

:

On appelle cette semidistancela semidistance de Wasser�stein associ�ee �a d.
Cette semidistanceest bien ŝur �a valeurs �nies sur

Pp
d(T) :=

�
� 2 P(T);

Z

T
d(x0; :)p d� < 1

�
:

C'est unedistancesur Pp
d(T) si et seulement si d est unedistance.On montre

que la topologie induite par la famille (� (p;d)
KR (�; � ))d2D induit une topologie

plus �ne quela convergencefaible, et qui coincideaveccelle-cisi les�el�ements
de D sont born�es. Le lecteur pourra consulter [Rac91] sur le sujet des dis-
tancesde Wasser�stein.

D�e�nissons maintenant des distancesde Wasser�stein param�etr�ees.Pour
tout � et tout � dansY (
 ; F ; P; T), on note

D(�; � ) = f � 2 Y(
 ; F ; P; T � T); � (: � : � T) = � et � (: � T � :) = � g:

Pour c : T � T ! [0; + 1 ] mesurableet �; � 2 Y, on posealors

� (c)
KR (�; � ) = inf

� 2 D (�;� )

Z


 � T� T
c(x; y) d� (! ; x; y):
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Pour chaque d 2 D, on appelle semidistance de Wasser�stein param�etr�ee
associ�ee�a d la semidistancesur Y (�a valeurs �nies sur Y p

D ) d�e�nie par

� (p;d)
KR (�; � ) :=

�
� (dp )

KR

� 1=p
= inf

� 2 D (�;� )

� Z

T� T
d(x; y)p d� (x; y)

� 1=p

:

On d�e�nit alors la topologie � p
Y;D de la convergence en moyenned'ordre p sur

Yp
D comme�etant la topologie induite par les semidistances� (p;d)

KR (d 2 D).
On peut donner diversescaract�erisationsde la convergenceen moyenne

d'ordre p, dans le mêmeesprit que la proposition 1.2.3page8.

Th �eor�eme 1.5.6 Soient p � 1, (� � )� 2 A une suite g�en�eralis�ee dans Yp
D et

� 2 Yp
D . Soit d 2 D et x0 2 T �x �es. Les a�rmations suivantes sont

�equivalentes.

1: � �
� p

Y ; D� � � � ! � .

2: � � probabilit �e� � � � ! � et lim �
R


 � T d(a;x)p d� � (! ; x) =
R


 � T d(a;x)p d� (! ; x) pour

tout d 2 D.

3: � � probabilit �e� � � � ! � et (� � )� 2 A est asymptotiquementuniform�ementp{integrable.

4: lim � supA2F j� � ( 1lA 
 f ) � � ( 1lA 
 f )j = 0 pour tout f : T ! [0; + 1 [ tel
quef � 1 + d(x0; :)p.

En comparant la condition 3 du th�eor�eme 1.5.6 avec l'a�rmation 3 du
th�eor�eme1.5.4, on obtient imm�ediatement le r�esultat ci-dessous.

Corollaire 1.5.7 Les topologies � � ;p
Y;D et � p

Y;D coincident sur Lp
(T;D) .

En particulier, si T est un espace vectoriel norm�e s�eparable et si D a
pour unique �el�ement la distance associ�ee �a la norme de E, la trace sur
Lp

(E;k:k) = Lp(
 ; F ; P; E) de la topologie � � ;p
Y;D est la topologie forte usuelle

de Lp(
 ; F ; P; E).

La preuve du th�eor�eme 1.5.6 fait appel au lemme ci-dessous,dont la
d�emonstration setrouve dans[DPRdF].

Lemme 1.5.8 On supposeque T est souslinien. Soit c : T � T ! [0; + 1 ]
une fonction semicontinue inf�erieurement. Alors, pour tout � et tout � dans
Y, l'application ! 7! � (c)

KR (� ! ; � ! ) est F � -mesurable et il existe une mesure
de Young � 2 Y(
 ; F � ; P; T � T) telle que

� (c)
KR (� ! ; � ! ) =

Z

T� T
c(x; y) d� ! (x; y) P-p.s.
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De plus, on a

� (c)
KR (�; � ) =

Z


 � T� T
c(x; y) d� (! ; x; y) =

Z



� (c)

KR (� ! ; � ! ) dP(! ):

Id �ee de la preuv e du th �eor�eme 1.5.6.
1 ) 2. On commencepar un passageau quotient T=d comme dans

[CRdF00, pages125{126]ou dans [CRdFV04, Theorem 4.1]. On seram�ene
ainsi au cas o�u (T; d) est un espacem�etrique s�eparable.On peut de plus,
commedans[CRdF00, page126],raisonnerdansle compl�et�e de (T; d) (not�e
encore(T; d)). On supposedonc sansperdre en g�en�eralit�e que (T; d) est un
espacem�etrique s�eparablecomplet.En particulier, T estsouslinienet on peut
appliquer le lemme1.5.8avecc = dp : on a donclim �

R

 � (p;d)

KR (� �
! ; � ! ) dP = 0:

On en d�eduit
lim

�

Z



� (1;min (d;1))

KR (� �
! ; � ! ) dP = 0:

Comme� (1;min (d;1))
KR est une distanceborn�eesur P(T) qui induit la topologie

faible, la suite (� � ) converge donc en probabilit �e vers � . La preuve de la
p-int�egrabilit�e uniforme est semblable �a [CRdF00, page125].

2 , 3. Tr�esfacile et peut �egalement sed�eduirede l' �equivalenceanalogue
dans la proposition 1.2.3.

3 ) 1. Comme dans la preuve de 1 ) 2, on suppose sansperdre en
g�en�eralit�e que (T; d) est un espacem�etrique s�eparablecomplet. Pour tout
R > 0, notonsdR la distancemin (d;R). Comme(� � ) convergeenprobabilit �e
vers � , on a

(1.5.9) lim
�

� (1;dR )
KR (� � ; � ) = lim

�

Z



� (1;dR )

KR (� �
! ; � ! ) dP(! )

puisque la distance � (1;dR )
KR est born�ee et induit la convergencefaible sur

P(T; d). Soit � > 0 et choisissonsR > 0 tel que

lim sup
�

Z


 �f d(x0 ;:)>R g
d(x0; x)p d� � (! ; x) � �

et
Z


 �f d(x0 ;:)>R g
d(x0; x)p d� (! ; x) � �:

Pour chaqueindice � , soit � � la mesurede Youngdonn�eepar le lemme1.5.8
avec c = dp et � R;� celle obtenue pour c = dp

R . On a alors, en notant B la
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boule ferm�eede centre x0 et de rayon R, on a
�

� (p;d)
KR (� � ; � )

� p

=
Z


 � T� T
d(x; y)p d� � (! ; x; y) �

Z


 � T� T
d(x; y)p d� R;� (! ; x; y)

d'o�u�
� (p;d)

KR (� � ; � )
� p

�
Z


 � T� T
dR(x; y)p d� R;� (! ; x; y) +

Z


 � B � B c
d(x; y)p d� R;� (! ; x; y)

+
Z


 � B c � B
d(x; y)p d� R;� (! ; x; y) +

Z


 � B c � B c
d(x; y)p d� R;� (! ; x; y)

� Rp� 1
Z


 � T� T
dR(x; y) d� R;� (! ; x; y)

+ 2p
Z


 � B � B c
d(x0; y)p d� R;� (! ; x; y) + 2p

Z


 � B c � B
d(x; x0)p d� R;� (! ; x; y)

+ 2p� 1
Z


 � B c � B c
(d(x0; y)p + d(x; x0)p) d� R;� (! ; x; y)

� � (1;dR )
KR (� � ; � )

+ 2p+1
Z


 � B c
d(x0; y)p d� (! ; y) + 2p+1

Z


 � B c
d(x0; x)p d� � (! ; x)

� � (1;dR )
KR (� � ; � ) + 2p+2 �:

On en d�eduit l'implication voulue d'apr�es(1.5.9).

3 ) 4. Imm�ediat par troncation.

4 ) 2. Il su�t d'appliquer 4 avec f (x) = d(x0; :)p.

Mesures de Young d'ordre 1 et distance de Wasser�stein param �etr �ee

Dansle casp = 1, le th�eor�emededualit�e deKantorovich{Rubin�stein per-
met une autre expressiondessemidistances� (p;d)

KR (�; � ) (d 2 D). Rappelons
d'abord un r�esultat c�el�ebre, sousune forme l�eg�erement moins g�en�erale que
celledonn�eepar Levin [Lev84] (voir aussi[RR98, Theorem4.6.6]).

Th �eor�eme (th �eor�eme de dualit �e de Kan toro vic h{Rubin �stein) On
supposequeT est souslinienr�egulier. Soit c : T � T ! [0; + 1 ] une applica-
tion mesurable.Pour (�; � ) 2 P(T) � P(T), on note

� (c)
L (�; � ) := sup

f 2 Lip ( c)
T

(� (f ) � � (f ))
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o�u
Lip (c)

T = f u 2 Cb (T) ; (8x; y 2 T) ju(x) � u(y)j � c(x; y)g:

Alors � (c)
KR (�; � ) = � (c)

L (�; � ) pour tout �; � 2 P(T) si et seulementsi

(1.5.10) (8x; y 2 T) c(x; y) = sup
u2 Lip ( c)

T

ju(x) � u(y)j :

Toute fonction c : T � T ! [0; + 1 ] v�eri�an t (1.5.10) est semiconti-
nue inf�erieurement, puisqueelle est le supremum d'un ensemble de fonctions
continues.Toute semidistancecontinue c sur T v�eri�e (1.5.10) [RR98, Corol-
lary 4.5.7].Si T est compact,toute semidistancesemicontinue inf�erieurement
c sur T v�eri�e (1.5.10) [RR98, Remark 4.5.6].

Le r�esultat ci-dessousprovient de [DPRdF]. On note

Y1
c (
 ; F ; P; T) = f � 2 Y;

Z


 � T
c(x; x0) d� (! ; x) < + 1g

o�u x0 est un �el�ement �x �e de T (d'apr�es (1.5.10) cette d�e�nition ne d�epend
pas du choix de x0). On note �egalement Lip (c) l'ensemble des int�egrandes

mesurablesf : 
 � T ! R v�eri�an t f (! ; :) 2 Lip (c)
T pour tout ! 2 
. On

poseen�n, pour �; � 2 Y1
c ,

� (c)
L (�; � ) = sup

f 2 Lip ( c)

(� (f ) � � (f )) :

Th �eor�eme 1.5.9 (th �eor�eme de Kan toro vic h{Rubin �stein param �etr �e)
On supposequeT est souslinienr�egulier. Soit c : T � T ! [0; + 1 [ v�eri�ant
(1.5.10). Soient �; � 2 Y1

c . Soit � 2 Y(
 ; F � ; P; T � T) commedansle lemme
1.5.8. On a

� (c)
KR (�; � ) =

Z


 � T� T
c(x; y) d� (! ; x; y) = � (c)

L (�; � ):

En particulier, si F = F � , on a � 2 D(�; � ), donc l'in�mum dans la
d�e�nition de � (c)

KR (�; � ) est atteint.

Ce th�eor�eme a des applications en dehorsdu cas o�u c est une semidis-
tance continue : on trouvera par exempledans [DPRdF] une application au
couplagede variablesal�eatoires,dans laquellec est la distancediscr�ete.

Corollaire 1.5.10 Si T estsouslinienr�egulier, la topologie � p
Y;D dela conver-

gence en moyenneest induite par les semidistances � (d)
L (d 2 D).
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1.5.3 Pro duit �br �e de mesures de Young

Soient S et T des espacescosmiquesr�eguliers et soient � 2 Yd(
 ; S)
et � 2 Yd(
 ; T). On appelle produit �br �e de � et � la mesurede Young
� 
 � 2 Yd(
 ; F ; P; S� T) d�e�nie par

(� 
 � )! = � ! 
 � !

pour tout ! 2 
. Cette d�e�nition est coh�erente car, d'apr�es l'hypoth�esesur
S et T, on a B (S) 
 B (T) = B (S� T).

Le th�eor�emesuivant a une longuehistoire et de nombreusesapplications
[Fis70, Bal88, Val90, Val94, Tat02]. On en verra une application dansla sec-
tion 1.6.2. Danstous lesarticles cit�esci-dessus(sauf [Tat02]), (� � )� converge
de mani�ere W-stable vers une mesurede Young deg�en�er�ee.Mais, d'apr�es la
partie 3 du th�eor�eme1.5.4, cette hypoth�eseest contenue dansl'hypoth�ese1b
ci-dessous.

Th �eor�eme 1.5.11 (th �eor�eme du pro duit �br �e)

1: Soient S et T desespacescosmiques.Soient (� � )� 2 A et (� � )� 2 A dessuites
g�en�eralis�eesdansYd(S) et Yd(T) respectivement(avec lesmêmesindices).
Supposonsque

1a. (� � )� 2 A convergede mani�ere W-stablevers � 2 Yd(S),

1b. (� � )� 2 A convergeen probabilit�e vers � 2 Yd(T).

Alors (� � 
 � � )� 2 A convergede mani�ere W-stablevers � 
 � .

2: Si de plus (� � )� converge en probabilit�e, alors (� � 
 � � )� converge en
probabilit�e vers � 
 � .

3: Soit p � 1. On suppose D �ltr ant croissant. La topologie de T � T est
doncd�e�nie par la famil le eD desemidistances ed((x; x0); (y; y0)) = d(x; y)+
d(x0; y0) (d 2 D). Si (� � ) convergepour � W ;p

Y;D (resp.pour � p
Y;D ) vers � et si

(� � ) convergepour � p
Y;D vers � , alors (� � 
 � � ) convergepour � W ;p

Y;D (resp.
pour � p

Y;D ) � p
Y; eD

vers � 
 � .

La d�emonstrationdesparties 1 et 2 estdonn�eedans[CRdFV04] et reposesur
lescaract�erisationsdesconvergencespour � W

Y et � prob
Y �a l'aide desint�egrandes

lipschitziens : th�eor�eme1.2.1, proposition 1.2.2et th�eor�eme1.5.1. La partie
3 s'end�eduit imm�ediatement, en v�eri�an t que(� � 
 � � )� est asymptotique-
ment uniform�ement p{in tegrable.
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1.6 Applications en th �eorie des probabilit �es

Deux applicationsdesmesuresde Young sont pr�esent�eesici. La premi�ere
utilise le crit �ere de compacit�e de Prokhorov pour d�e�nir une solution faible
pour une inclusion di� �erentielle stochastique. La deuxi�eme fait appel au
th�eor�emedu produit �br �e pour d�emontrer un th�eor�emede la limite centrale
pour un nombre al�eatoire de vecteursal�eatoires.

1.6.1 Solutions faibles d'inclusions d' �evolution sto chas-
tiques

Les mesuresde Young fournissent un moyen asseznaturel de construire
dessolutions \faibles" (au sensprobabiliste) d'�equationsdi� �erentielles sto-
chastiques.C'est en gros l'id �eequi est �a l'�uvre dans la notion de solution-
mesure chez Jacod et M�emin [JM81b], et les mesuresde Young ont �et�e r�e-
invent�eesdans ce contexte par Pellaumail [Pel81b, Pel81a] sousle nom de
r�egles.Voici un exemple,tir �e de [JKRdF05].

Danscequi suit, T 2 ]0; + 1 [ estun horizon�x �eet F = (
 ; F ; (F t )0� t � T ; P)
est une basestochastique v�eri�an t les conditions habituelles. On se donne
deux espacesde Hilbert s�eparablesH et U et un (F t ){mouvement brownien
W (�eventuellement cylindrique) U. Soit L l'espacedesop�erateursdeHilbert{
Schmidt de U dansH. On consid�ere le probl�emede Cauchy

(1.6.1)
�

dX t 2 AX t + F (t; X t ) dt + G(t; X t ) dW(t)
X (0) = �

o�u X est �a valeursdansH, A est un op�erateur lin�eairesur H et F et G sont
des applications mesurables�a valeurs convexescompactes,respectivement
dans H et dans L. On se donne une fois pour toutes un nombre p > 2.
Pour tout t 2 [0; T], N p

c (F; [0; t]; H) d�esignel'espacedesprocessuscontinus
(F t ){adapt �esX �a valeursdansH tels que

kX kp
N p

c (F;[0;t ];H) := E
�

sup
0� s� t

kX (s)kp
H

�
< + 1 :

Si E est un espacede Banach, on note K�
c (E) l'ensemble des compacts

convexes non vides de E, et HausdE la distance de Hausdor� sur K�
c (E)

(la d�e�nition de cette distanceest rappel�eepage40). On sedonne�egalement
leshypoth�esessuivantes.

(HS) A engendreun semigroupe (S(t)) t � 0 de classeC0. En particulier, il
existeM > 0 et � 2 ]�1 ; + 1 [ tels que, pour tout t � 0,

(1.6.2) kS(t)k � M e� t :
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Pour t 2 [0; T], on note M t = sup0� s� t M e� s.

(HFG) F : [0; T] � H ! K�
c(H) et G : [0; T] � H ! K�

c(L) sont des
applicationsmesurablesv�eri�an t lesconditions(i) et (ii ) ci-dessous.

(i ) Il existe une constante Ccroiss > 0 telle que, pour tout (t; x) 2
[0; T] � H,

HausdH(0; F (t; x)) � Ccroiss(1 + kxk);

HausdL (0; G(t; x)) � Ccroiss(1 + kxk):

(ii ) Pour tout (t; x; y) 2 [0; T] � H � H,

(HausdH(F (t; x); F (t; y)))p � L(t; kx � ykp);

(HausdL (G(t; x); G(t; y)))p � L(t; kx � ykp);

o�u L : [0; T] � [0; + 1 ] ! [0; + 1 ] est une fonction continue
donn�eetelle que

(a) pour tout t 2 [0; T], l'application L(t; :) est croissante et
concave,

(b) pour toute application mesurablez : [0; T] ! [0; + 1 ] et
pour toute constante K > 0, l'implication suivante est
vraie :
(1.6.3)�

(8t 2 [0; T]) z(t) � K
Z t

0
L(s;z(s)) ds

�
) z = 0:

En particulier, on a L(t; 0) = 0 pour tout t 2 [0; T], donc
(HFG)-(ii ) entra�̂ne que, pour tout t 2 [0; T], les applica-
tions F (t; :) et G(t; :) sont continues.Cetypedefonction L
est consid�er�e dans,par exemple,[Yam81, Rod84, Man90,
AKP + 92, Tan92, Bar98, BB02]. On peut en trouver des
exempleconcretsdans[Har73, Section6 du Chapitre 3].

(HI) � 2 Lp(
 ; F0; P
F 0

).

Rappelons(voir [DPZ92a, DPZ92b]) que,sousl'hypoth�ese(HS), il existeune
constante CConv telle que,pour tout processuspr�evisibleZ 2 Lp(
 � [0; T]; L),
on ait
(1.6.4)

E
�
sup
s� t






Z s

0
S(s � r )Z (r ) dW(r )






p�
� CConv t (p=2)� 1 E

Z t

0
kZ(s)kp

L ds:
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D�e�nition 1.6.1 On dit qu'un processusX 2 N p
c (F; [0; T]; H) est une solu-

tion d'�evolution (forte) de (1.6.1) s'il existe desprocessuspr�evisiblesf et g
d�e�nis sur F tels que l'on ait

(1.6.5)

8
>>><

>>>:

X (t) 2 S(t)� +
Z t

0
S(t � s)f (s) ds+

Z t

0
S(t � s)g(s) dW(s)

f (s) 2 F (s;X (s)) P-p.p.

g(s) 2 G(s;X (s)) P-p.p.:

On dit qu'un processusX est une solution d'�evolution faible ou solution-
mesure d'�evolution de (1.6.1) s'il existe une basestochastique F = (
 ;F ;
(F t )t ;� ) telle que

1. 
 est de la forme 
 = 
 � 
 0, F = F 
 F 0 pour une tribu F 0 sur 
 0,
F t = F t 
 F 0

t pour une �ltration continue �a droite (F 0
t ) sur (
 0; F 0) et

la probabilit �e � v�eri�e � (A � 
 0) = P(A) pour tout A 2 F ,
2. le processusW estun mouvement brownien sur F (on identi�e ici toute

variable al�eatoire X d�e�nie sur 
 avec la variable al�eatoire (! ; ! 0) 7!
X (! ) d�e�nie sur 
 ),

3. X 2 N p
c (F; [0; T]; T) et il existedesprocessuspr�evisiblesf et g d�e�nis

sur F v�eri�an t (1.6.5).

Lesquali�catifs \fort" et \faible" sont donc�a prendreau sensprobabiliste.La
terminologiesolution-mesure est cellede Jacod et M�emin [JM81b]. Si F 0 est
la tribu bor�elienned'une topologiesur 
 0, on peut voir une solution-mesure
commeune mesurede Young : c'est le point de vue adopt�e par Pellaumail
[Pel81b, Pel81a].

Th �eor�eme 1.6.2 Sousleshypoth�eses(HS), (HFG) et (HI) , l'inclusion (1.6.1)
admet une solution d'�evolution faible.

Dans le cas o�u H et U sont de dimension �nie, une adaptation facile de
la preuve de ce th�eor�emeet l'utilisation du point de Steiner montrent que
(1.6.1) admet une solution d'�evolution forte.

Id �ee de la preuv e du th �eor�eme 1.6.2. On note � l'application qui, �a tout
processusadapt�eX �a tra jectoirescontinuesdansH tel queE

RT
0 kX (s)kp ds <

+ 1 , associe l'ensemble desprocessusde la forme

S(t)� +
Z t

0
S(t � s)f (s) ds+

Z t

0
S(t � s)g(s) dW(s);

o�u f et g sont dess�electionspr�evisiblesde (! ; t) 7! F (t; X (! ; t)) et (! ; t) 7!
G(t; X (! ; t)) respectivement. Soit C([0; T]; H) l'espacedesapplicationsconti-
nuesde[0; T] dansH. La preuvedu th�eor�eme1.6.2reposesur lesdeuxlemmes
qui suivent.
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Lemme 1.6.3 Soit � un ensemblede processuscontinus (F t ){adapt�es sur
H. On supposequechaque�el�ementde � appartient �a Lp(
 � [0; T]; H) et que
� , en tant qu'ensemblede variables al�eatoires �a valeurs dans C([0; T]; H),
est tendu. On suppose de plus que G v�eri�e (HFG)-( i). Alors �(�) est un
ensembletendu d'e'l�ementsal�eatoires de C([0; T]; H).

Si (E; d) estun espacem�etrique et � � E, on dit qu'une partie � 0 deE est
un � {r �eseaude� si on a inf X 2 � d(X ; � 0) � � (donc� 0n'est pasn�ecessairement
contenu dans �). Soit � une partie de N p

c (F; [0; T]; H). Pour tout s 2 [0; T],
soit � s � N p

c (F; [0; s]; H) l'ensemble desrestrictions �a [0; s] d'�el�ements de �.
On note

	 (�)( s) := inf f � > 0; � s hasa tight � {net in N p
c (F; [0; s]; H)g:

L'ensemble � est donc tendu si et seulement si 	 (�)( T) = 0. On note

	 (�) := (	 (X )(s))0� s� T :

La famille (	 (X )(s))0� s� T est appel�eemesure de non compacit�e de � (sur le
sujet desmesuresde non compacit�e, on peut consulter [AKP + 92, KOZ01]).

La preuve du lemme ci-dessouss'inspire de [AKP + 92, Lemma 4.2.6] et
fait appel au lemme1.6.3.

Lemme 1.6.4 Soit � une partie born�eede N p
c (F; [0; T]; H). On supposeque

l'hypoth�ese(HFG) est v�eri� �ee. Alors on a

	 p(� � �)( t) � k
Z t

0
L (s; 	 p(�) ) (s) ds

pour une constantek qui ne d�epend quede T, p, M T et CConv .

Premi�ere �etape de la preuvedu th�eor�eme1.6.2 On commencepar cons-
truire suivant le sch�ema de Tonelli une suite tendue (X n) de solutions ap-
proch�ees: pour chaqueentier n � 1, on d�e�nit un processuseX n sur [� 1; T]
par en posant eX n (t) = 0 si t � 0 et, pour tout t � 0,

eX n(t) = S(t)� +
Z t

0
S(t � (s �

1
n

))f n(s) ds+
Z t

0
S(t � (s �

1
n

))gn(s) dW(s);

o�u f n : 
 � [0; T] ! H et gn : 
 � [0; T] ! L sont desprocessuspr�evisibles
et

f n (s) 2 F (s; eX n(s � 1=n)) P-p.s. et gn(s) 2 G(s; eX n(s � 1=n)) P-p.s.
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On posealors X n (t) = � pour t � 1=n et, pour t 2 [1=n;T],

X n (t) = eX n (t � 1=n)

= S(t � 1=n)� +
Z t � 1=n

0
S(t � s)f n(s) ds+

Z t � 1=n

0
S(t � s)gn(s) dW(s):

Un calcul faisant appel �a (1.6.2), (1.6.4) et au lemme de Gronwall montre
que (X n) est born�e dansLp(
 � [0; T]; H). Ensuite, �a l'aide du lemme1.6.4,
on obtient

(	 ([ n f X ng)(t))p � M p
T 	 ([ n �( X n)( t))p � M p

T k
Z t

0
L (s; 	 p([ n f X ng)(s)) ds:

On conclut en utilisant (1.6.3) que (X n) est un ensemble tendu d'�el�ements
al�eatoiresde C([0; T]; H).

Deuxi�eme�etape dela preuvedu th�eor�eme1.6.2 On construit maintenant
une solution faible d'�evolution de (1.6.1).

D'apr�es le crit �ere de compacit�e Prokhorov pour les mesuresde Young
(proposition 1.3.6 et lemme 1.3.2), on peut extraire une sous-suitede (X n)
qui convergede mani�ere S-stablevers une mesurede Young � 2 Y(
 ; F ; P;
C([0; T]; H)). Pour simpli�er l'ecriture, on note encore(X n ) cette sous-suite.

Il est commode de repr�esenter la mesure de Young limite � par une
variable al�eatoire d�e�nie sur un espaceprobabilis�e �etendu. Soit C la tribu
bor�eliennede C([0; T]; H). Pour chaquet 2 [0; T], soit Ct la sous-tribu de C
engendr�eepar C([0; t]; H). On d�e�nit une basestochastique (
 ; F ; (F t )t ; � )
par


 = 
 � C([0; T]; H); F = F 
 C F t = F t 
 Ct

et on d�e�nit X 1 sur 
 par X 1 (! ; u) = u: Il est imm�ediat que � a pour
margeL (X 1 ) sur H et queX 1 est (F t ){adapt �e. Lesvariablesal�eatoiresX n

peuvent être consid�er�eescommed�e�nies sur 
 , en notant X n (! ; u) := X n (! )
(n 2 N): De plus, X n est (F t ){adapt �e pour chaquen, et W est (F t ){adapt �e.
D'apr�esune versiondu th�eor�emede Koml�os pour lesmesuresde Young due
�a Balder [Bal89a, Bal90], on peut extraire de toute sous-suitede (X n) une
sous-suite(X 0

n) qui K-converge vers � , c'est{�a{dire que l'on a, pour toute
sous-suite(X 00

n ) de (X 0
n),

1
n

nX

i =1

� X 00
n (! )

�etroitemen t� � � � ! � ! p.s.

(o�u ! 7! � ! est la d�esint�egration de � ). Ceci entra�̂ne que,pour tout A 2 Ct ,
l'application ! 7! � ! (A) estF t {mesurable.On end�eduit facilement que,sous
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la probabilit �e � , W est �a accroissements ind�ependants et donc queW est un
processus(F t ){bro wnien.

Pour obtenir (1.6.5), on choisit dessolutionsparticuli �eresf n et gn . D'apr�es
un r�esultat de Kucia [Kuc98], on peut trouver dess�electionsmesurablesf et
g de F et G respectivement telles que f(t; :) et g(t; :) soient continuespour
chaquet 2 [0; T]. On note bN = N [ f1g et on pose,pour chaquen 2 bN et
chaquet 2 [0; T],

f n(t) = f(t; X n(t)) ; gn (t) = g(t; X n (t)) ;

Zn(t) = � X n(t)+ S(t)� +
Z t � 1=n

0
S(t � s)f n(s) ds+

Z t � 1=n

0
S(t � s)gn(s) dW(s)

(avec1=1 := 0). La suite (X n ; W; f n ; gn ) convergeenloi vers(X 1 ; W; f 1 ; g1 )
dans C([0; T]; H)� C([0; T]; U)� Lp([0; T];H)� Lp([0; T];L). En utilisant l'hy-
poth�esep > 2, on montre que,pour chaquet 2 [0; T], la suite (Zn(t)) converge
en loi vers Z1 (t). Mais d'autre part il d�ecoulede (HFG)-( i) et du fait que
la suite (X n ) est born�eedansLp(
 � [0; T]; H) que Zn(t) convergevers 0 en
probabilit �e. Pour tout t 2 [0; T], on a donc Z1 (t) = 0 p.s. CommeZ1 est �a
tra jectoirescontinues,celaentra�̂ne queZ1 = 0 p.s.Donc X estunesolution
faible d'�evolution de (1.6.1).

Une solution d'�evolution forte de (1.6.1) a �et�e obtenue par Da Prato
et Frankowska [DPF94] dans le cas o�u F et G v�eri�ent une condition de
Lipschitz par rapport �a la deuxi�emevariable. Cette condition est nettement
a�aiblie dansle th�eor�eme1.6.2pr�esent�e ici. En revanche,nousavonssuppos�e
lesapplications F et G d�eterministeset �a valeursconvexescompactes,alors
quedans[DPF94] ellessont al�eatoireset �a valeursferm�eesnonn�ecessairement
born�ees.

1.6.2 Un th �eor�eme de la limite centrale

Dans cette partie, E est un espacevectoriel topologiquelocalement con-
vexe. On supposede plus que E est lusinien, c'est{�a{dire qu'il existe une
topologie polonaisesur E plus �ne que la topologie de E. On sedonne une
suite (X n)n de vecteurs al�eatoires de E. Pour tout n � 1, on note Sn =P n

i =1 X i . On sedonne�egalement une suite (Cn )n dans]0; + 1 [ v�eri�an t

(1.6.6) lim
n

Cn = + 1 et lim
n

�
1 �

Cn� m

Cn

�
= 0 pour tout m �x �e.

Par exemple,Cn =
1

n�
convient pour � > 0.
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Pour tout n � 1, on poseZn =
Sn

Cn
. On dit que (X n) v�eri�e le th�eor�eme

de la limite centrale (TLC) (pour la suite Cn ) s'il existe une probabilit �e �
sur E telle que (L (Zn )) convergefaiblement vers � . On dit que (X n ) v�eri�e
le th�eor�eme de la limite centrale stable(TLC stable) (pour la suite Cn ) s'il
existeunemesuredeYoung� 2 Y telle que(� Zn

) convergevers� pour � W
Y . Le

TLC stable entra�̂ne donc le TLC, mais par ailleurs on peut souvent d�eduire
un TLC stable d'un TLC : supposonspar exempleque (X n) soit une suite
� -m�elangeante et que,pour tous n et p, Sn ait la mêmeloi Sp+ n � Sp. Alors,
si (L (Zn)) convergefaiblement versune probabilit �e � , on montre facilement
que (� Zn

) convergeversP 
 � pour � W
Y .

Nous nous int�eressonsici au TCL pour un nombre al�eatoire de vecteurs
al�eatoires,c'est{�a{dire �a la convergencestableou en loi de (Z � n ), o�u (� n) est
unesuite d'entiers qui convergeen probabilit �e vers+ 1 . Nousallonsprouver
un r�esultat de ce type pour une version plus forte du TCL, appel�ee TCL
fonctionnel. Dans ce cadre, le th�eor�eme 1.5.11 sur le produit �br �e permet
de r�einterpr�eter dans un cadre topologique g�en�eral les id�eesde Billingsley
[Bil68, Section17], d�evelopp�eespar Fischler [Fis76] puis Aldous [Ald78].

Auparavant, quelquesnouvelles d�e�nitions sont n�ecessaires.On appelle
espace de Skorokhod et on note D (R+ ; E) (ou simplement D ) l'ensemble des
applications de R+ dans E qui sont continues �a droite et ont en chaque
point une limite �a gauche. On munit D (R+ ; E) d'une topologie s�eparable
compl�etement r�eguli�ere appel�ee J1 que l'on peut d�e�nir de la mani�ere sui-
vante. Soit D une famille de semidistancesqui d�e�nissent la topologiede E.
On associe �a chaqued 2 D une semidistanceed sur D (R+ ; E) de sorte que

1: la topologie J1 sur D est d�e�nie par l'ensemble de semidistanceseD =
f ed; d 2 Dg,

2: pour toute suite (Fn)n2 N dans D et pour tout d 2 D la suite (Fn )n2 N

converge dans (D ; ed) vers une limite F 2 D si et seulement s'il existe
une suite (un)n de bijections continuesde R+ dansR+ qui convergeuni-
form�ement sur lesparties born�eesde R+ vers l'application identique IdR+

et telle que (Fn � un ) converge vers F d{uniform �ement sur les parties
born�eesde R+ .

Cette topologie est une variante, due �a Lindvall dans le cas E = R, de la
topologie J1 de Skorokhod ([Lin73], voir aussi [Jac85]). La g�en�eralisation �a
un espacecompl�etement r�egulierE est due �a Mitoma [Mit83] et Jakubowski
[Jak86]. On montre [CRdFV04, Lemma 9.4.4] que, comme E est lusinien,
l'espaceD est souslinien.

Un sous-espaceint�eressant de D (R+ ; E) est l'espaceC(R+ ; E) (ou sim-
plement C s'il n'y a pasd'ambigu•�t �e) desapplications continuesde R+ dans
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E. La trace de J1 sur C est la topologie de la convergenceuniforme sur les
parties born�eesdeR+ . Toutefois,C est densedansD pour J1, alorsquec'est
un sous-espaceferm�e de D muni de la topologiede la convergenceuniforme
sur les parties born�eesde R+ . On retrouve ainsi une situation semblable �a
celledu sousespaceL0 de Yd, qui est densedansYd pour la topologiestable
mais ferm�e pour la topologiede la convergenceen mesure,alorsquecesdeux
topologiesont la mêmetrace sur L0 (voir la remarque1.5.5page22).

Avec les notations (X n ), (Sn ), (Cn ) et (Zn) pr�ec�edentes, on d�e�nit une
suite (Gn) d'�el�ements al�eatoiresdeD enposant, pour tout n � 1, tout ! 2 

et tout t 2 R+ ,

Gn(! ; t) = Gn (! )( t) =
S[nt ](! )

Cn
;

o�u [nt ] d�esignela partie enti �eredent . On dit alorsque(X n) v�eri�e le principe
d'invariance ou th�eor�emede la limite centrale fonctionnel (pour la suite Cn )
si (Gn)n convergeenloi dansD (R+ ; E) versuneprobabilit �e � 2 P(D (R+ ; E)).
On a donc alors L (Zn) = L (Gn (:; 1)) ! � 1, o�u � 1 est l'image de � par la
projection F 7! F (1) de D sur E.

Si de plus la convergencede (Gn) vers� est stable,c'est{�a{dire s'il existe
� 2 Y(
 ; F ; P; D (R+ ; E)) tel que

� Gn

W-stable� � � � ! �;

on dit alors que (X n) v�eri�e le principe d'invariance stableou th�eor�eme de
la limite centrale fonctionnel stable(pour la suite Cn ).

Th �eor�eme 1.6.5 (TCL fonctionnel stable pour un nom bre al�eatoire
de vecteurs al�eatoires) Avec les notations (X n), (Sn ), (Cn), (Zn) et (Gn)
pr�ec�edentes,et en supposant toujours queE est lusinien, soit � > 0 et sup-
posonsqueCn = n� pour chaquen � 1. Soient � une variable al�atoire r�eelle
telle � > 0 p.s., (an)n une suite de nombres dans ]0; + 1 [ convergeant vers
+ 1 et (� n) une suite de variables al�eatoires �a valeurs dans ]0; + 1 [. On
supposede plus que

(a) (X n)n� 1 v�eri�e un TLC fonctionnel stable : il existe  2 Y (D (R+ ; E))
tel quel'on ait

Gn
W-stable� � � � !  ;

(b)
� n

an

probabilit �e� � � � ! � :

On a alors
G� n

W-stable� � � � !  :
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La preuve est tr �es simple dans le cas o�u (� n) est ind�ependant de (X n), et
dansce casl'hypoth�ese(b) peut être remplac�eepar � n

probabilit �e� � � � ! + 1 .

Id �ee de la preuv e. Posons,pour chaque(! ; t) 2 
 � R+ et pour chaque
n � 1,

� n (! ) =
� n(! )

an
et Fn (! ; t) = Fn (! )( t) = � n (! ) t:

On remarquequechaqueFn prend sesvaleursdansla partie C1
0 deC form�ee

desbijections continuesde R+ dansR+ .
Donnonsnousune suite (kn)n dansN� telle que limn kn=an = 1. On a

G� n (! )( t) =
S[� n (! )t ]( ! )

� n
� (! )

D�
S[ � n ( ! )

an
kn t](! )

�
� n (! )

an

� �
k�

n

= �( Fn (! ); Gkn (! ); 1=� �
n (! )) ;

o�u � est l'application
�

C1
0 � D � R ! D

(F; G; � ) 7! � G � F:

On v�eri�e [CRdFV04, Lemma9.4.7]quel'application � ainsid�e�nie estconti-
nue.3 Or la suite (� n )n convergeen probabilit �e vers � et (Fn )n convergeen
probabilit �e vers l' �el�ement al�eatoire F de C 1

0 � D (R+ ; R+ ) d�e�ni par

F (! ; t) = � (! )t:

On en d�eduit, �a l'aide du th�eor�emedu produit �br �e (th �eor�eme1.5.11), que
la suite (�( Fn ; Gkn ; 1=� �

n ))n� 1 convergede mani�ere W-stable vers la mesure
de Young  0 2 Y(
 ; F ; P; D ) telle que, pour presquetout ! 2 
,

 0
! = � ] (� F (! ) 
  ! 
 � � � � (! )) =

�
� � (! )

�
]
( ! ) ;

o�u, pour tout � > 0, � � : D ! D est l'application d�e�nie par

� � (G)(t) =
1
� �

G(�t )

tout G 2 D et tout t 2 R+ .
3 L'in t�er̂et deselimiter �a C 1

0 pour premi�erevariable estque,sur cet espace,la topologie
de la convergenceuniforme sur les parties born�eesde R+ (donc la topologie J1) co•�ncide
avec la topologie de la convergencesimple [CRdFV04, Lemma 9.4.6]. De plus, si une
suite (Fn ) converge dans C 1

0 vers une limite F 2 C 1
0 , la suite (F � 1

n ) des applications
r�eciproquesconvergevers F � 1 dans C1

0 .
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Pour prouver le th�eor�eme, il reste seulement �a d�emontrer que l'on a
 0 =  . Ceci provient [CRdFV04, Lemma 9.4.8] de la forme particuli �ere
des coe�cien ts normalisateurs Cn = n� . En e�et, soit F� 2 C1

0 d�e�ni
par F� (t) = �t pour tout t 2 R+ . Avec les notations pr�ec�edentes, on a
� � (G) = �( F� ; G; 1=� � ) pour tout G 2 D. Donc � � est uneapplication conti-
nue. Soit

� � :
�


 � D ! 
 � D
(! ; G) 7! (! ; � � (G)):

L'application
�
� �

�
]

: Y(
 ; F ; P; D ) ! Y(
 ; F ; P; D ) est donc continue pour
la convergenceW-stable. Supposonsque � = N soit un entier. On a, pour
tout (! ; t) 2 
 � R+ et pour tout n 2 N,

� N (Gn(! ))( t) =
1

N �

S[nN t ](! )
n�

= GN n(! )( t):

Donc

 = lim
n

� Gn
= lim

n
� GN n

= lim
n

(� N )]

�
� Gn

�
= (� N )] ( ) :

o�u lesconvergencesont lieu dansla convergenceW-stable.On a donc,lorsque
� 2 N� ,

(1.6.7) (� � )] ( ! ) =  ! p.s.

Il reste �a montrer que (1.6.7) reste vrai si l'on prend � quelconquedans
]0; + 1 [. On le v�eri�e d'abord pour � = 1=N avec N 2 N� , puis pour pour �
rationnel, puis on obtient le casg�en�eral par continuit �e de � 7! � � (G) pour
tout G 2 D .
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Chapitre 2

Autour de la loi forte des
grands nom bres

Dans l' �etude desmesuresde Young, les seulesint�egralesque nousavons
envisag�ees�etaient les int�egralesde fonctions �a valeurs r�eelles.Nous nous
int�eressonsici, �a traversl' �etudede la loi desgrandsnombres,�a desint�egrales
plus exotiques : int�egrale de fonctions �a valeurs dans un espacem�etrique
(section 2.1), puis int�egralede Pettis pour des fonctions �a valeurs dans un
espacevectoriel topologiquelocalement convexe(section 2.2).

2.1 Mo yenne et loi des grands nom bres dans
un espace m�etrique

Barycen tre au sens de Herer

Plusieurs d�e�nitions ont �et�e propos�eespour l'esp�eranced'une variable
al�eatoire�a valeursdansun espacem�etrique M : Fr�echet [Fr�e48] en1948,Doss
[Dos49] en 1949,(voir aussi [Dos62], [Ben62], [Her83], [Her91] et [BHL93]),
Herer [Her88] en 1988 pour les espacesdits \�a courbure n�egative" (voir
aussi [Her] et [Her92]), plus r�ecemment Heinich et Essahib [ESH99] puis
K. T. Sturm [Stu02]. Une esp�erancepour desvariables al�eatoires�a valeurs
dans une vari�et�e di� �erentielle V munie d'une connexion a �et�e d�e�nie par
�Emery et Mokobodzki [EM91], puis une autre par Picard [Pic94]. Dans ces
d�e�nitions (sauf [Pic94, ESH99, Stu02]), l'esp�eranced'un �el�ement al�eatoire
est un ferm�e de M ou de V, non n�ecessairement r�eduit �a un point.

Lorsque l'on sort du cadre habituel des espacesvectoriels, on peut se
demanderquellespropri�et�es doit v�eri�er un objet math�ematique associ�e �a
une classed'�elements al�eatoiresd'un espacem�etrique M pour \m �eriter" le
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nom d'\esp�erancemath�ematique". Une condition quel'on pourrait exigerest
certainement que cet objet co•�ncide avec l'esp�erancemath�ematique usuelle
(disons,deBochner) lorsqueM estun espacevectorielnorm�e.D'autres condi-
tions int�eressantes sont que cet objet v�eri�e le th�eor�emede convergencedo-
min�ee,le th�eor�emedeFubini ou la loi desgrandsnombres.Touteslesnotions
debarycentre �evoqu�eesplus haut v�eri�ent la premi�erecondition. La situation
est plus compliqu�eeau regard desautres conditions. Le probl�emede savoir
si l'esp�erancede Dossv�eri�e la loi desgrandsnombresest toujours ouvert.

Nous nous int�eressonsici �a l'esp�erancede Herer et �a la loi des grands
nombres.Commen�conspar la construction de cet objet. La pr�esentationqui
suit est un peu di� �erente de celle de Herer [Her88, Her92] et de celle de
[RdF97]. Dans cequi suit, M est un espacem�etrique, et on notera d(x; y) =
[x; y] la distanceentre deux points x et y de M. Si A et B sont deux parties
de M, on notera �egalement [A; B ] la distance de Hausdor� entre A et B ,
c'est{�a{dire

[A; B ] = max
�

sup
x2 A

d(x; B); sup
y2 B

d(y; A)
�

= sup
z2 M

jd(z; A) � d(z; B)j

([Cor73], x 2, d�ef. 1.1. et prop. 1.2.).
Habituellement, la construction de l'esp�erancemath�ematique d'une va-

riable al�eatoire (disons,commeint�egralede Riemann,ou de Lebesgueou de
Bochner) sefait en deux �etapes:

{ une �etape alg�ebrique,o�u l'on d�e�nit l'esp�eranced'une variable ne pre-
nant qu'un nombre �ni de valeurs,

{ une �etape topologique,c'est{�a{dire un passage�a la limite.
Dans le casd'un espacem�etrique sansstructure vectorielle, l'id �eede Herer
[Her88, Her92] suit grossomodo ce sch�ema. La premi�ere �etape est r�ealis�ee
d'une mani�ere it �erative tr �es naturelle et suppose peu d'hypoth�esessur la
structure g�eom�etrique de M : il su�t que, pour tous points a et b de M
et pour tout t 2 [0; 1], on puissetrouver c 2 M tel que [b;c] = t[a;b] et
[a;c] = (1 � t)[a;b], on dit alors que M est convexe. C'est la deuxi�eme�etape
qui fera appel �a la condition g�eom�etrique de \courbure n�egative".

Premi�ere �etape Commen�conspar d�e�nir la notion de combinaison con-
vexe. Pour tous x et y dans M, et pour tous p1 et p2 dans [0; 1], tels que
p1 + p2 = 1, on appelle combinaison convexe([Her88], def.1) de x et y de
poids p1 et p2 l'ensemble (�eventuellement vide)

f z 2 M; [z; x] = p2[x; y] et [z; y] = p1[x; y]g;
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quel'on noterap1x+ p2y. Cette d�e�nition s'�etendpar r�ecurrence�a un syst�eme
den �el�ements (distincts ou non) x1; : : : ; xn deM (n 2 N; n � 2) et den poids
p1; : : : ; pn positifs ou nuls tels que

P
1� i � n pi = 1 : on �ecrira z 2

P
1� i � n pi x i

s'il existeune partition (I 1; I 2) de f 1; : : : ; ng telle que

z 2

 
X

i 2 I 1

pi

!
X

j 2 I 1

pjP

i 2 I 1

pi
x j +

 
X

i 2 I 2

pi

!
X

j 2 I 2

pjP

i 2 I 2

pi
x j :

Ainsi, dans la �gure 2.1, la combinaison convexede (x; p1), (y; p2) et (z; p3)
est form�eedespoints

x0 = p1x + (1 � p1)(
p2

1 � p1
y +

p3

1 � p1
z);

y0 = p2y + (1 � p2)(
p1

1 � p2
x +

p3

1 � p2
z);

z0 = p3z + (1 � p3)(
p1

1 � p3
x +

p2

1 � p3
y)

(on a suppos�e dans la �gure que la combinaison convexe de deux �el�ements
est toujours r�eduite �a un seulpoint).

x

y

z

p1x + p2y

z0

x0

p2y + p3zy0

p1x + p3z

Fig. 2.1 { combinaisonconvexede (x; p1), (y; p2) et (z; p3)

On voit que l'on a, par exemple,

p1

2
x +

p1

2
x + p2y + p3z � p1x + p2y + p3z:

On appelle barycentre du syst�emede points pond�er�es(x i ; pi )1� i � n et on noteP �
1� i � n pi x i l'adh�erencedans M de la r�eunion de toutes les combinaisons

41



convexesde la forme
P

i 2 I qj yj o�u J estun ensemble �ni, yj prend sesvaleurs
dans f x1; : : : ; xng et, pour tout i 2 f 1; : : : ; ng,

P
yj = x i

qj = pi : Si � est la

probabilit �e
P

1� i � n pi � x i (o�u � x i d�esignela massedeDirac enx i ),
P �

1� i � n pi x i

est appel�e le barycentre de � , ce qui s'�ecrit

bar � =
X �

1� i � n
pi x i :

67

68

69

70

71

108 110 112 114 116

Fig. 2.2 { barycentre au sensde Herer de trois points du plan hyperbolique

La �gure 2.2 donne un exemple de calcul approch�e de l'isobarycentre
des points x = (100; 10), y = (100; 200) et z = (200; 100) dans le mod�ele
de Poincar�e (demi-plan sup�erieur) du plan hyperbolique. Les sommetsdu
triangle hyperbolique bleu sont les trois �el�ements de la combinaisonconvexe
de (x; 1=3), (y; 1=3) et (z; 1=3). Les points rougessont les �el�ements de la
combinaisonconvexe

1
9

x +
1
9

x +
1
9

x +
1
9

y +
1
9

y +
1
9

y +
1
9

z +
1
9

z +
1
9

z:

Cette combinaisonconvexecontient 8483points : chaquepoint est associ�e �a
un arbre �a 9 feuilles,mais de nombreux arbressont associ�esau mêmepoint,
car le barycentre de deux points est commutatif et, de plus, le barycentre de
(x; � ) et de (x; � ) vaut x.
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Comme le barycentre est un espaceconvexe pour la m�etrique induite,
il serait int�eressant de pouvoir d�eterminer sespoints fronti �ere ou sespoints
extrêmauxpour diminuer la taille descalculs.

Deuxi�eme �etape Il reste �a �etendre cette notion de barycentre aux me-
suresdi�uses sur M. On dit que l'espacem�etrique convexeM est �a courbure
n�egative ([Her88], [Her92], voir aussi les d�e�nitions de Busemann[Bus48],
[Bus55] et de Gromov [Gro75, Gro99]) si pour tous x; y; x0; y0 2 M, p 2 [0; 1],
z 2 px + (1 � p)y et z0 2 px0+ (1 � p)y0, on a

(2.1.1) [z; z0] � p[x; x0] + (1 � p)[y; y0]:

On v�eri�e facilement que la r�egionsimplement connexedu plan repr�esent�ee
sur la �gure 2.3, munie de la distance g�eod�esiqueest un espace�a courbure
n�egative (rappelonsquela distanceg�eod�esiqueentre deuxpoints d'une partie
B du plan euclidien est �egale�a la longueur pour la distanceeuclidiennedu
plus court chemin contenu dansB reliant cesdeux points) .

Fig. 2.3 { un espace�a courburen�egative

Busemann[Bus48] a prouv�e en 1948que les vari�et�esriemanniennessim-
plement connexes,muniesde leur distanceg�eod�esique,sont desespacesm�e-
triques �a courburen�egative (au sensde la d�e�nition ci-dessus)si et seulement
si leur courbure sectionnelleest n�egative. D'autre part, les espacesde Ba-
nach strictement convexessont �egalement desespacesm�etriques �a courbure
n�egative. Or, d'apr�esun r�esultat de Clarkson [Cla36], tout espacede Banach
s�eparablepeut être muni d'une norme �equivalente qui le rend strictement
convexe. De plus, dans un espacede Banach strictement convexe, la com-
binaison convexe(au sensd�e�ni ci-dessus)

P
i 2 I pi x i a pour unique �el�ement
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la combinaison lin�eairehabituelle (au sensalg�ebrique) desx i avec les coe�-
cients pi , qui, elle,ned�ependpasde la norme.Il s'ensuitquelesr�esultatsque
nous pr�esentons ici pour les espacesm�etriques s�eparablescomplets �a cour-
bure n�egative g�en�eralisent lesr�esultatsanaloguespour lesespacesde Banach
s�eparables,obtenus en prenant (par exemple)a = 0 et en rempla�cant, pour
tout x 2 M, la distance[a;x] par la norme kxk.

On supposera d�esormaisqueM est �a courbure n�egative.Cette propri�et�e
permet de prolonger par densit�e la d�e�nition du barycentre. On remarque
d'abord que, si (x i ) i 2 I et (x0

i ) i 2 I sont deux familles �nies de points de M et
si (pi ) i 2 I est une famille d'�el�ements de [0; 1] telle que

P
i 2 I pi = 1, alors

(2.1.2)

"
X

i 2 I

pi x i ;
X

i 2 I

pi x0
i

#

�
X

i 2 I

pi [x i ; x0
i ]:

Pour �; � 2 P(M), rappelons(voir page23) que l'on note

D(�; � ) = f � 2 P(M � M); � (: � M) = � et � (M � :) = � g:

Appelonsprobabilit�e int �egrablesur M toute mesurede probabilit �e � 2 P(M)
v�eri�an t Z

M
[a; :] d� < + 1

pour un a 2 M (ou, ce qui revient au même,pour tout a 2 M). On notera
P1(M) l'ensembles desprobabilit �es int�egrablessur M. On munit P1(M) de
la distance de Wasser�stein d�e�nie par

� W (�; � ) = inf
� 2 D (�;� )

Z

M� M
[x; y] d� (x; y):

NotonsPe(M) les�el�ements deP(M) qui sont descombinaisonsconvexesd'un
nombre �ni demassesdeDirac. On a doncPe(M) � P1(M), et deplus Pe(M)
estdensedansP1(M) pour � W . Or on d�eduit facilement de la formule (2.1.2)
que

(8�; � 2 Pe(M)) [bar �; bar � ] � � W (�; � ):

L'application � 7! bar � d�e�nie sur Pe(M) �etant lipschitzienne pour � W et
la distancede Hausdor�, on peut donc la prolongerpar continuit �e �a P1(M).
C'est ce prolongement que l'on appellera barycentre (au sensde Herer). On
obtient ainsi imm�ediatement la propri�et�e fondamentale

(2.1.3)
�
8�; � 2 P1(M)

�
[bar �; bar � ] � � W (�; � ):
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Lois des grands nom bres dans un espace m�etrique

Loi forte des grands nom bres �a la Cuesta et Matr �an Cuesta et
Matr�an ont prouv�e de deux mani�eresdi� �erentes, dans [CM88] et [CM92],
une loi forte desgrands nombres tr �esg�en�erale pour des�el�ements al�eatoires
d'un espacede Banach s�eparable.Chacunede leurs deux m�ethodess'adapte
au casde points al�eatoiresde M, moyennant quelqueschangements mineurs,
dont le principal est le remplacement dekxk par [a;x]... La premi�erem�ethode
utilise une g�en�eralisation par Blackwell et Dubins [BD83] du th�eor�eme de
Skorokhod1, tandis que la deuxi�emefait appel aux propri�et�esde la distance
de Wasser�stein. On obtient ainsi le th�eor�emetr �esg�en�eral ci-dessous.

Th �eor�eme 2.1.1 (Loi des grands nom bres �a la Cuesta et Matr �an)
Soit (X n)n� 1 une suite depoints al�eatoiresint �egrablesdeM. On sedonnear-
bitrairementun point a de M et on supposequeles trois conditions suivantes
sont r�ealis�ees.

(i) La suite

 
X

1� i � n

1
n

L (X i )

!

n

est tendue(on note L (X ) la loi d'une va-

riable al�eatoire X ) ;

(ii) la suite ([a;X n ])n v�eri�e la loi forte desgrandsnombres :

p:s:
X

1� i � n

1
n

[a;X i (! )] � � � � � � !
n!1

0;

(iii) l'application x 7�! [a;x] est uniform�ement int�egrable par rapport �a 
X

1� i � n

1
n

L (X i )

!

n

, c'est{�a{dir e

lim
� ! + 1

sup
n

Z

f [a;:]>� g
[a;x] d

 
X

1� i � n

1
n

L (X i )

!

(x) = 0

(ce qui revient �a lim
� ! + 1

sup
n

Z

f [a;X i ]>� g
[a;X i ] dP = 0).

1La d�emontration de [BD83] comporte une faille, remarqu�ee par P.A. Meyer, voir
[RdF97]. Toutefois le r�esultat e�ectiv ement d�emontr �e par Blackwell et Dubins su�t aux
besoinsde la m�ethode de Cuestaet Matr�an. Par ailleurs, une preuve compl�ete du r�esultat
annonc�e dans [BD83] a �et�e apport�eepar Fernique [Fer88] par une m�ethode compl�etement
di� �erente.
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Alors

p:s:

"
X

1� i � n

� 1
n

X i (! ) ; bar

 
X

1� i � n

1
n

L (X i )

!#

� � � � � � !
n!1

0:

Il est �a noter que ce th�eor�eme contient la plupart des lois des grands
nombres connues pour des vecteursal�eatoiresBochner int�egrablesd'un es-
pacede Banach s�eparable(sanscondition g�eom�etrique sur l'espace),en par-
ticulier la loi des grands nombres d'Etemadi pour des vecteurs al�eatoires
�equidistribu�esdeux �a deux ind�ependants.

La d�emonstration du th�eor�eme2.1.1sefait en deux �etapes.La premi�ere
reposesur une version du lemme de Glivenko Cantelli [CM88, Theorem 2],
dont la forme la plus g�en�erale(ci-dessous)est donn�eedans[CRdF00]. On dit
quedeuxsuites(xn) et (yn) d'un espacetopologiqueT sont (topologiquement)
�equivalentessi, pour toute sous-suite(xnk ) qui converge dans T vers une
limite x, la sous-suite(ynk ) ayant les mêmesindices converge vers x et si,
pour toute sous-suite(ynk ) qui convergedans T vers une limite y, la sous-
suite (xnk ) convergevers y. On dira en particulier que deux suites (Pn) et
(Qn) dans P(T) sont faiblement �equivalentessi ellessont �equivalentes pour
la topologiefaible sur P(T). De même,deux suites(Pn) et (Qn ) dansP1(M)
sont dites � W -�equivalentessi (Pn) et (Qn) si ellessont �equivalentes pour la
topologie induite par la distance� W de Wasser�stein.

Lemme 2.1.2 (Gliv enko{Can telli) Soit T un espace topologiquetel qu'il
existeun ensembled�enombrableH de fonctions continues born�eesde T dans
R qui s�epare les points de T (c'est le cas si, par exemple,T est un espace
cosmiquer�egulier). Soit (X n ) une suite d'�el�ements al�eatoires deux �a deux
ind�ependants de T d�e�nis sur (
 ; F ; P). On suppose que la suite (Pn )n =
(1=n

P n
i =1 L (X i ))n est tendue.Alors, P{pr esqueŝurement, la suite (Q!

n )n =
(1=n

P n
i =1 � X i (! ))n est tendueet (Pn)n et (Q!

n )n sont faiblement�equivalentes.

C'est en fait la seule�etape probabiliste. Dans la d�emonstration du lemme
2.1.2 intervient la loi des grands nombres pour des variables r�eelles(celle
d'Etemadi [Ete83] ou celle de Cs•org}o{Tandori{Totik [CTT83]), appliqu�ee�a
desfonctions indicatrices de compacts.

La deuxi�eme�etape utilise une caract�erisation bien connue [Rac82] de la
convergencepour la distancede Wasser�stein : on sait qu'une suite (Pn ) dans
P1(M) convergepour la distance� W versune probabilit �e P si et seulement
si (Pn ) convergefaiblement vers P et, pour un point a 2 M (ou pour tout
point a 2 M), la fonction [a; :] est uniform�ement int�egrable par rapport
�a (Pn ). D'apr�es les hypoth�eses(ii) et (iii) du th�eor�eme 2.1.1, la fonction
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[a; :] est uniform�ement int�egrablepar rapport �a (Pn )n = (1=n
P n

i =1 L (X i ))n ,
et presqueŝurement uniform�ement int�egrablepar rapport �a (Q!

n )n = (1=nP n
i =1 � X i (! ))n . On en d�eduit que (Pn ) et (Q!

n ) sont presqueŝurement � W -
�equivalentes. Le th�eor�emeen d�ecouleimm�ediatement par application de la
propri�et�e fondamentale (2.1.3).

Autre appro che : transp ort dans un espace de typ e `1 Pour d�emon-
trer des lois fortes des grands nombres, on peut �egalement commencerpar
approcher de mani�ere uniforme les points al�eatoires de M par des points
al�eatoiresd'une partie d�enombrable denseD = f e0; : : : ; ek ; : : :g de M : on
construit facilement pour tout entier N � 1 une application  N : M ! D
telle que [ N (x); x] � 1=N pour tout x 2 M. D'autre part, toute probabilit �e
� 2 P(D) s'identi�e �a un �el�ement de l'espace

S = f (pk) 2 (R+ )N;
1X

k=0

pk = 1g

via la bijection ' : P(D) ! S d�e�nie par ' (� ) = (� (ek))k . Donnonsnous
unefois pour toutes un point a deM , quel'on supposerapour simpli�er dans
M n D. Pour toute suite (pk) 2 RN, on note

k(pk)ka =
X

k2 N

jpk j[a;ek ]:

Soit `1
a l'ensemble dessuites (pk) telles que k(pk)ka < + 1 . Commea 62D,

l'espace`1
a est un espacede Banach pour la norme k:ka. De plus, on a

P1(D) = ' (`1
a \ S):

On montre que l'espace`1
a \ S ainsi que sa topologie induite par `1

a sont
ind�ependants du choix de a 62D [RdF97, Proposition 2.1 et Remarque2.1].

L'application ' permet de transporter sur P1(D) la m�etrique de `1
a : pour

� =
P

k pk � ek et � =
P

k p0
k � ek , on pose

[�; � ]a = k(pk � p0
k)ka =

X

k

jpk � p0
k j [a;ek ]:

Le lemme ci-dessousmontre que le barycentre est une application lipschit-
ziennesur P1(D) pour [:; :]a.

Lemme 2.1.3 Soient (pk)k et (p0
k)k deux �el�ementsde S et soit a un point

de M. On a
� X

k

�
pkek ;

X

k

�
p0

kek

�
�

X

k

jpk � p0
k j [a;ek ]:

47



Montrons sur un exemplecomment on peut prouver dans notre cadre
m�etrique, �a l'aide desapplications  N et ' une loi forte desgrandsnombres
connue dansle cadredesespacesde Banach s�eparables(celle ci-dessouspro-
vient de [BG70]).

Th �eor�eme 2.1.4 (lois fortes des grands nom bres �a la Beck et Giesy)
Soit (X n)n� 1 une suite ind�ependante de points al�eatoires int �egrablesde M
v�eri�ant l'une desconditions suivantes:

(i) lim
n!1

1
n

X

1� i � n

(Var[a;X i ])
1=2 = 0 et

X

n� 1

Var[a;X n ]
n2

< + 1

(o�u, pour une variable al�eatoire r�eelle int �egrablef , Var f = E(f � E f )2),

(ii) lim
n!1

1
n

X

1� i � n

esssup[a;X i ] = 0:

Alors

p:s:

"
X

1� i � n

� 1
n

X i (! ) ; bar

 
X

1� i � n

1
n

L (X i )

!#

� � � � � � !
n!1

0:

Id �ee de la preuv e.
Premi�ere �etape : on supposeles X n �a valeursdans D. Pour tout ! 2 
,

tout n 2 N� et tout k 2 N on note

Yn;k (! ) = � ek (X n(! )) (i.e. Yn;k (! ) = 1 si X n(! ) = ek , 0 sinon);

Zn;k (! ) =
1
n

nX

i =1

Yi;k (! ) =
1
n

cardf i 2 f 1; : : : ; ng=X i (! ) = ekg;

puis, pour tout ! 2 
 et tout n 2 N� ,

Yn (! ) = (Yn;k (! ))k 2 `1
a \ S

Zn (! ) = (Zn;k (! ))k =
1
n

nX

i =1

Yi (! ) 2 `1
a \ S:

Notons encore,pour tout n 2 N� et tout k 2 N,

pn;k = P(X n = ek) = E Yn;k ;
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qn;k = E

 
X

1� i � n

1
n

Yi;k

!

= E
�

1
n

cardf i 2 f 1; : : : ; ng=X i = ekg
�

;

et, pour tout n 2 N� ,

pn = (pn;k )k = ' (L (X n )) et qn = (qn;k )k = ' (
X

1� i � n

1
n

L (X i )) = E Zn :

On v�eri�e alors que(Yn) satisfait la loi desgrandsnombresde Beck et Giesy
[BG70], c'est{�a{dire

p:s: kZn � qnka � � � � � � !
n!1

0:

Or, d'apr�esle lemme2.1.3, on a
"

X

1� i � n

� 1
n

X i (! ) ; b(
X

1� i � n

1
n

L (X i ))

#

=

"
X

k2 N

�
Zn;k (! )ek ;

X

k2 N

�
qn;k ek

#

� kZn � qnka;

d'o�u le r�esultat.
Deuxi�eme�etape : cas g�en�eral. On montre quela suite (X n

n )n = ( n (X n))n

v�eri�e les hypoth�esesdu th�eor�eme.D'apr�esla premi�ere�etape, on a donc

p:s:

"
X

1� i � n

� 1
n

X i
i (! ) ; bar

 
X

1� i � n

1
n

L
�
X i

i

�
!#

� � � � � � !
n!1

0:

Or on a
"

X

1� i � n

� 1
n

X i (! ) ;
X

1� i � n

� 1
n

X i
i (! )

#

�
X

1� i � n

1
n

�
X i (! ); X i

i (! )
�

�
1
n

X

1� i � n

1
i

� � � � � � !
n!1

0

et
"

bar

 
X

1� i � n

1
n

L
�
X i

i

�
!

; bar

 
X

1� i � n

1
n

L (X i )

!#

�
X

1� i � n

1
n

E
�
X i

i ; X i
�

�
1
n

X

1� i � n

1
i

� � � � � � !
n!1

0;

d'o�u l'on d�eduit imm�ediatement le r�esultat.
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Loi forte des grands nom bres i.i.d. et th �eor�eme ergodique Dans
le casde variablesal�eatoires�equidistribu�ees,la m�ethode pr�ec�edente permet
d'obtenir un r�esultat faisant intervenir lescombinaisonsconvexes

P
1� i � n

1
n X i (! )

au lieu des barycentres
P

1� i � n
� 1

n X i (! ). L'in t�er̂et pratique dans les calculs
est �evident, voir page42.

Nous utiliserons �egalement une notion de convergenceplus faible : on
dira qu'une suite (Fn ) de ferm�es de M converge au sensde Wijsman vers
F 2 F (M) si, pour tout a 2 M,

lim
n!1

jd(a;Fn ) � d(a;F )j = 0:

On �ecrira alors
Fn

WIJSMAN� � � � � � !
n!1

F

(voir [Bee94] ou [Cor73] pour les propri�et�esde cette convergence).�Ecrivons
�egalement

Fn
HA USDORFF� � � � � � � !

n!1
F

si (Fn ) convergeversF pour la distancede Hausdor�.

Th �eor�eme 2.1.5 (th �eor�eme ergodique) Soit (X n) unesuite stationnaire
de points al�eatoires int �egrablesde M. Soit I la tribu des �ev�enementsinva-
riants par (X n). Alors

p.s.
X

1� i � n

� 1
n

X i (! ) HA USDORFF� � � � � � � !
n!1

bar (L (X 1=I ) (! )) ;

p.s.
X

1� i � n

1
n

X i (! ) WIJSMAN� � � � � � !
n!1

bar (L (X 1=I ) (! )) :

Si, de plus, M est �a boulesferm�eescompactes,

p.s.
X

1� i � n

1
n

X i (! ) HA USDORFF� � � � � � � !
n!1

bar (L (X 1=I ) (! )) :

Le dernier r�esultat, pour M �a boulesferm�eescompactes,a �et�e obtenu par
Herer [Her92] dansle caso�u (X n) est i.i.d. (dans cecasla limite est bien ŝur
barL (X 1)).

La preuve du th�eor�eme 2.1.5 reposesur un ra�nemen t de la m�ethode
pr�ec�edemment d�ecrite d'approximation uniforme sur D (par les applications
 N ) et transport dans`1

a (par l'application ' ).
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2.2 Loi des grands nom bres pour des fonc-
tions Pettis in t �egrables

Il est bien connu qu'une suite ind�ependante �equidistribu�ee(X n)n de vec-
teurs al�eatoiresd'un espacede Banach v�eri�e la loi des grands nombres si
et seulement si les X n sont Bochner int�egrables.Pour une suite (X n)n non
n�ecessairement �equidistribu�ee,la plupart deslois fortes desgrandsnombres
connuessupposent �egalement l'in t�egrabilit�e au sensde Bochner desX n . La
loi des grands nombres pr�esent�ee dans cette section [CRdF00] �echappe �a
cette r�egle,puisquela condition d'int�egrabilit�e exig�eeest celleplus faible au
sensde Pettis. Il s'agit d'une g�en�eralisation de la loi desgrandsnombresde
Cuestaet Matr�an [CM88], dont nousavonsdonn�e plus haut uneversionpour
lesespacesm�etriques �a courburen�egative (th �eor�eme2.1.1page45).

�Enon�consdans le th�eor�emeci-dessousun r�esultat �equivalent �a la loi des
grandsnombresdeCuestaet Matr�an, sousuneformequi nousseracommode
pour mener�a bien une g�en�eralisation aux variablesPettis int�egrables.

Th �eor�eme ([ CM88 ]) Soit (X n)n une suite de vecteurs al�eatoires deux �a
deux ind�ependantsBochner int �egrablesd'un espace de Banach s�eparable E,
d�e�nis sur un espace probabilis�e (
 ; F ; P), tels que

(i ) la suite (Pn )n = (1=n
P n

i =1 L (X i ))n est tendue(on note L (X ) la loi
d'une variable al�eatoire X ),

(ii ) la fonction k:k est uniform�ement int �egrable par rapport �a (Pn)n ,
c'est{�a{dir e

lim
a! + 1

sup
n2 N�

Z

fk :k>a g
kxk dPn (x) = 0;

(iii ) pour presquetout ! 2 
 , k:k estuniform�ementint �egrablepar rapport
�a la suite de lois empiriques(1=n

P n
i =1 � X i (! ))n (o�u � x d�esignela masse

de Dirac au point x),
Alors (X n)n v�eri�e la loi desgrandsnombres, c'est{�a{dir e

lim
n! + 1

1
n

nX

i =1

(X i � EX i ) = 0 p.s.

Premi �ere g�en�eralisation Les conditions (ii ) et (iii ) sont du type

k:k est uniform�ement int�egrablepar rapport �a (Qn )

pour une certainesuite (Qn ) de probabilit �essur E, c'est{�a{dire

lim
a! + 1

sup
n2 N

Z

E
sup
x02 E0

kx0k� 1

jhx; x0ij 1lfk :k>a g(x) dQn(x) = 0:
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On obtient une condition plus faible en permutant le deuxi�eme supremum
avec l'in t�egrale:

lim
a! + 1

sup
n2 N

sup
x02 E0

kx0k� 1

Z

E
jhx; x0ij 1lfjh x0;:ij >a g(x) dQn(x) = 0;

cequi revient �a

(2.2.1) BE0(0; 1) est uniform�ement int�egrablepar rapport �a (Qn ),

o�u BE0(0; 1) d�esignela boule unit �e du dual E0 de E. Lorsque les Qn sont
les lois des X n (ou des combinaisonsconvexesde ces lois, commedans la
condition (ii )), on voit quela nouvellecondition (2.2.1) ne n�ecessiteplus que
les X n soient Bochner int�egrables: cette condition peut être r�ealis�ee si les
X n sont seulement scalairement int�egrables.En fait, l'in t�egrabilit�e scalaire
et la condition d'uniforme int�egrabilit�e de BE0(0; 1) par rapport �a chaque
P(X n) entra�̂ne que chaqueX n est Pettis int �egrable, c'est{�a{dire que, pour
tout A 2 F , il existe un �el�ement de E, not�e

R
A X n dP, tel que, pour tout

x0 2 E0,

hx0;
Z

A
X n dP i =

Z

A
hx0; X n i dP :

(voir [Mus87, Mus91]). On note alors E X =
R


 X dP. Si E est de dimension
in�nie (et si F est su�samment riche), on peut toujours d�e�nir un vecteur
al�eatoirePettis int�egrablenon Bochner int�egrablede E. En e�et, d'apr�esun
th�eor�emedeDvoretzky et Rogers[DR50], il existedanstout espacedeBanach
E de dimension in�nie une s�erie

P
n xn qui converge inconditionnellement

(c'est{�a{dire ind�ependamment de l'ordre des termes) mais pas absolument
(c'est{�a{dire

P
n kxnk = + 1 ). Par exemple,si E est un espacede Hilbert

et (en ) un syst�emeorthonorm�e, il su�t de poserxn = 1
n en . Soit alors (pn )

une suite de nombres r�eels tels que pn > 0 pour tout n et
P

n pn = 1. Il
su�t de construire X tel que X (! ) = 1

pn
xn avec probabilit �e pn . On montre

d'ailleurs [Mus91, Theorem 5.1] que tout vecteur al�eatoire Pettis int�egrable
non Bochner int�egrableU est de la forme U = X + Y, avec X de la forme
ci-dessuset Y born�e.

Deuxi �eme g�en�eralisation On supposed�esormaisqueE estun espace vec-
toriel topologiquelocalementconvexes�eparable. Soit S l'ensemble desparties
�equicontinuesde E0. On sait que la topologiede E est cellede la convergence
uniforme sur les �el�ements de S , d�etermin�eepar les seminormes

NA (x) = sup
x02 A

jhx0; xij (A 2 S ):
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Pour d�e�nir la topologie de E, on peut bien entendu restreindre S : par
exemple,si E est un espacede Banach, il su�t de prendre S = f BE0(0; 1)g.
Ainsi, on g�en�eralise naturellement (2.2.1) en rempla�cant BE0(0; 1) par les
�el�ements de S . On dira qu'un ensemble M de probabilit �essur E est S {uni-
form�ementscalairement int �egrablesi chaque�el�ement de S est uniform�ement
int�egrablepar rapport �a M . Nous obtenonsla loi des grands nombres sui-
vante.

Th �eor�eme 2.2.1 (loi des grands nom bres pour des vecteurs Pettis
int �egrables) On suppose qu'il existe une suite de fonctions continues de
E dans [0; 1] qui s�epare les points de E. Soit (X n)n une suite de vecteurs
al�eatoires de E deux �a deux ind�ependants et Pettis integrables,d�e�nis sur
l'espace probabilis�e (
 ; F ; P). On supposeque

(i ) la suite (1=n
P n

i =1 L (X i ))n est tendue,
(ii ) la suite (Pn)n = (1=n

P n
i =1 L (X i ))n est S {uniform �ement scalaire-

ment int �egrable.
(iii ) pour presquetout ! 2 T, la suite (Q!

n )n = (1=n
P n

i =1 � X i (! ))n est
S {uniform �ement scalairement int �egrable.

Alors (X n)n v�eri�e la loi forte desgrandsnombres, c'est{�a{dir e

p.s. lim
n! + 1

1
n

nX

i =1

(X i � E X i ) = 0:

La preuve du th�eor�eme2.2.1 reposesur lemme2.1.2 (Glivenko-Cantelli)
d�ej�a rencontr �e, ainsi que sur le lemmesuivant.

Lemme 2.2.2 (con vergence faible et uniforme in t �egrabilit �e)
1. Soit T un espace topologiques�eparable.Soit (P� )� 2 A une suite g�en�eralis�ee
de probabilit�es sur T, convergeant faiblementvers une probabilit�e P 2 P(T).
Soit H un ensemblede fonctions continues de T dansR et supposonsqueH
est uniform�ement int �egrablepar rapport �a (P� )� . Alors H est uniform�ement
int �egrablepar rapport �a P et on a, pour tout f 2 H ,

(2.2.2) P� (f ) faiblemen t� � � � ! P(f ):

2. Si de plus H est �equicontinu, la convergence dans (2.2.2) est uniforme par
rapport �a H .

Preuv e du th �eor�eme 2.2.1. D'apr�es (i ) et le lemme 2.1.2, il existe un
ensemble presqueŝur 
 0 � 
 tel que, pour tout ! 2 
 0, les suites (Pn ) et
(Q!

n ) soient presquefaiblement �equivalentes.
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Fixons ! 2 
 0 et A 2 S . D'apr�es (ii ), (iii ) et le lemme 2.2.2, on a, en
raisonnant sur lessous-suitesde (Pn) et (Q!

n ) qui convergent versune même
limite,

p.s. sup
x02 A

�
�
�
�

Z

E
hx0; xi dPn (x) �

Z

E
hx0; xi dQ!

n (x)

�
�
�
� ! 0;

c'est{�a{dire

p.s. NA

 
1
n

nX

i =1

E X i �
1
n

nX

i =1

X i (! )

!

! 0:

On donne dans [CRdF00, Example 1] un exemple qui prouve que le
th�eor�eme2.2.1 peut s'appliquer �a des vecteursal�eatoiresPettis int�egrables
non Bochner int�egrables.

Donnonsquelquesexemplesd'application du th�eor�eme2.2.1.
Soit E un espacede Banach s�eparableet soit E0

c son dual muni de la
topologie � c de la convergenceuniforme sur les parties compactesde E. On
montre facilement [CRdF00] que E0

c est lusinien et qu'un vecteur al�eatoire
de E0

c est Pettis int�egrablesi et seulement si il est scalairement int�egrable.
On note L1

E0[E] l'ensemble desvecteursal�eatoiresPettis int�egrablesX de E0
c

d�e�nis sur (
 ; F ; P) tels que
R


 kX k dP < + 1 (X n'est pasn�ecessairement
mesurablepour la topologieforte sur E0, maisla mesurabilit�edekX k provient
de la mesurabilit�e scalairede X et de la s�eparabilit�e de E). L'espaceL1

E0[E]
est �etudi�e dans[ITIT69 ].

Le corollaire ci-dessouscontient la loi forte desgrandsnombrespour des
�el�ements deux �a deux ind�ependants �equidistribu�esde L1

E0[E].

Corollaire 2.2.3 (loi des grands nom bres pour des �el�ements de L1
E0[E])

Soit E un espace de Banachs�eparable.Soit (X n )n une suite d'�el�ementsdeux
�a deuxind�ependantsde L1

E0[E]. On supposeque
(i ) la suite (Pn)n = (1=n

P n
i =1 L (X i ))n est tenduedansP(E0

c),
(ii )0 la fonction k:k est uniform�ement int �egrable par rapport �a la suite

(1=n
P n

i =1 L (X i ))n ,
(iii )0 la suite de variables al�eatoires r�eelles (kX nk)n v�eri�e la loi forte

desgrandsnombres :

p.s. lim
n! + 1

1
n

nX

i =1

(kX i k � E kX i k) = 0:

Alors (X n)n v�eri�e la loi forte desgrandsnombresdansE0
c, c'est{�a{dir e qu'il

existe 
 0 2 F tel que P(
 0) = 1 et que, pour tout ! 2 
 0 et toute partie
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compacte K de E, on a

lim
n! + 1

sup
x2 K

�
�
�
�
�
1
n

nX

i =1

hx; X i (! ) � E X i i

�
�
�
�
�

= 0:

Dans le casd'un espacede Banach muni de sa topologie faible, on peut
a�aiblir l�eg�erement la condition de tension deslois.

Corollaire 2.2.4 (loi forte des grands nom bres dans la top ologie
� (F; F0) d'un espace de Banac h F) Soit F un espace de Banachs�eparable
et posonsE = (F; � (F; F0)) (dansce casE et F ont lesmêmesparties born�ees,
les mêmesbor�elienset les mêmesvecteurs al�eatoiresPettis int �egrables).Soit
(X n)n une suite de vecteurs al�eatoires Pettis int �egrablesdeux �a deux ind�e-
pendantsde E, d�e�nis sur l'espace probabilis�e (
 ; F ; P). On supposeque

(i ) la suite (Pn)n = (1=n
P n

i =1 L (X i ))n esttenduepar rapport aux parties
born�ees, c'est{�a{dir e que, pour tout � > 0, il existe une partie born�ee
M de E telle que,pour tout entier n � 1, on ait Pn (M ) > 1 � � ,

(ii ) chaque�el�ement de E0 = F0 est uniform�ement int �egrable par rapport
�a la suite (Pn)n ,

(iii ) pour presquetout ! 2 
 , chaque�el�ement de E0 = F0 est uni-
form�ement int �egrablepar rapport �a la suite (1=n

P n
i =1 � X i (! ))n .

Alors (X n)n v�eri�e la loi forte desgrandsnombres dansE, c'est{�a{dir e

p.s. (8x0 2 E0) lim
n! + 1

hx0;
1
n

nX

i =1

(X i (! ) � E X i )i = 0:

La d�emonstration consiste�a appliquer le th�eor�eme2.2.1dans l'espacesous-
linien (F00; � (F00; F0)).

2.3 La loi des grands nom bres comme r�esul-
tat de compacit �e

La top ologie ](S ) sur MU 1
E Commeon l'a vu dansla d�emonstrationdu

th�eor�eme 2.1.1, la loi des grands nombres de Cuesta et Matr�an reposesur
l'in �egalit�e fondamentale (2.1.3) qui montre que le barycentre est une appli-
cation lipschitzienne relativement �a la distance de Wasser�stein. On va voir
que cette propri�et�e et la condition de tension sur les lois permettent d'in-
terpr�eter la loi desgrandsnombresde Cuestaet Matr�an commeun r�esultat
de compacit�e s�equentielle dansune topologieappropri�ee.
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Cette approche s'�etend �egalement �a la loi desgrands nombres pour des
vecteursPettis int�egrables(th �eor�eme2.2.1). Nousallons d'abord d�e�nir une
distancede Wasser�stein g�en�eralis�ee.

Soit E un espacevectoriel topologique localement convexe s�epar�e. On
note MU1

E l'ensemble des probabilit �es P de Radon sur E qui sont S {uni-
form�ement scalairement int �egrable, c'est{�a{dire telles que chaque A 2 S
est uniform�ement int�egrablepar rapport �a P. On note MP1

E l'ensemble des
probabilit �esde Radon sur E qui sont Pettis int �egrables, c'est{�a{dire lespro-
babilit �esP sur E qui sont S {uniform �ement scalairement int �egrableet telles
que, pour tout B 2 B (E), il existe un �el�ement de E, not�e

R
B x dP(x), tel

que, pour tout x0 2 E0, on ait

hx0;
Z

B
x dP(x)i =

Z

B
hx0; xi dP(x)

(si X est un vecteur al�eatoire Pettis int�egrable,on a donc L (X ) 2 MP1
E, la

r�eciproque est vraie lorsqueE est quasi-complet,voir [CRdF00, page101]).
Rappellonsque, pour P; Q 2 P(E), on note

D(P; Q) = f � 2 P(M � M); � (: � M) = P et � (M � :) = Qg:

Soit S commedans la section pr�ec�edente. On pose,pour P; Q 2 MU1
E et

A 2 S ,

dA (P; Q) = inf
� 2 D (P;Q)

sup
x02 A

Z

E� E
jhx0; x � yij d� (x; y):

On montre facilement que l'in�m um dans la d�e�nition de dA (P; Q) est tou-
jours atteint et quedA est une semidistance(de Wasser�stein g�en�eralis�ee)sur
MU1

E . De plus, sur le sous-espaceMP1
E, on a l'in �egalit�e fondamentale

(2.3.1)
�
8P; Q 2 MP1

E

�
NA

� Z

E
x dP(x);

Z

E
x dQ(x)

�
� dA (P; Q):

La di� �erenceprincipale entre la topologie d�e�nie par les semidistancesdA

(appelons la provisoirement � WP ) et celle d�e�nie par la distance usuellede
Wasser�stein (disons,dansle caso�u E est un espacede Banach) est quecette
derni�ereest plus �ne que la trace sur P1(E) de la topologiefaible (voir page
46 la deuxi�eme�etape de la d�emonstrationdu th�eor�eme2.1.1), tandis quel'on
peut trouver dessuitesdansMU1

E convergeant pour la topologiefaible mais
paspour � WP , ou bien pour � WP mais paspour la topologiefaible [CRdF00,
Example 2 et Example 3]. Notons [(S ) la topologie faible sur MU1

E . Pour
retrouver le sch�ema de la preuve du th�eor�eme 2.1.1, on est ainsi amen�e �a
consid�erersur MU1

E la topologie](S ), supremum destopologies� WP et [ (S ),
qui permet la caract�erisation ci-dessous.
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Th �eor�eme 2.3.1 Une partie M de MU1
E est s�equentiellementrelativement

compacte pour ](S ) si et seulementsi M est S {uniform �ement scalairement
int �egrableet s�equentiellementrelativementcompacte pour [(S ).

�A l'aide de ce th�eor�eme,il est facile de r�e�ecrire la preuve du th�eor�eme2.2.1
commeune l�eg�erevariante de celledu th�eor�eme2.1.1.

Un princip e g�en�eral Soit T un espaceuniforme v�eri�an t les hypoth�eses
du lemme 2.1.2, c'est{�a{dire qu'il existe un ensemble d�enombrable H de
fonctions continues born�eesde T dans R qui s�epare les points de T. Soit
(d� )� 2 U une famille de semidistancesqui d�e�nit la structure uniforme de T.
On d�e�nit la structure uniforme de Hausdor� sur F (T) �a l'aide des�ecarts

[A; B ]� = max
�

sup
x2 A

d� (x; B ); sup
y2 B

d� (y; A)
�

(cette structure uniformeest ind�ependante du choix des�ecartsd� pour d�e�nir
la structure uniforme de T, voir [CV77, Chapter I I]).

On sedonneunepartie convexeM deP(T) contenant lesmassesdeDirac
� x (x 2 T), une application

bar :
�

M ! F (T)
P 7! barP

(que l'on appellera barycentre) et une topologie� M sur M telles que

(H) si (Pn )n2 N et (Qn)n2 N sont deux suites faiblement �equivalentes dans
M telles que f Pn ; n 2 Ng et f Qn ; n 2 Ng sont s�equentiellement rela-
tiv ement compact pour � M , alors les suites (bar Pn ) et (bar Qn ) sont
�equivalentes pour la structure uniforme de Hausdor�, c'est{�a{dire

(8� 2 U) lim
n! + 1

[barPn ; barQn ]� = 0:

L'hypoth�ese(H) est v�eri� �eeen particulier si on a

(H') � M provient d'une structure uniforme uM et si l'application bar est
uniform�ement continue pour uM et la structure uniforme de Hausdor�
sur F(T).

Dans les lois exemplespr�ec�edents (th �eor�emes2.1.1et 2.2.1), la propri�et�e
(H') est assur�eepar les in�egalit�es(2.1.3) et (2.3.1).

Th �eor�eme 2.3.2 SoientT, bar : T ! F (T) et � M commeci-dessus,v�eri�ant
l'hypoth�ese(H). Soit (X n)n2 N� une suite d'�el�ementsal�eatoires deux �a deux
ind�ependantsde T, tels que L (X n) 2 M pour tout n 2 N� . On note Pn =
1=n

P n
i =1 L (X i ) et Q!

n = 1=n
P n

i =1 � X i (n 2 N� , ! 2 
 ). On supposeque
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(i ) la suite (Pn)n est tendue,
(ii ) l'ensemblef Pn ; n 2 N� g est une partie s�equentiellementrelativement

compacte de (M ; � M ),
(iii ) pour presquetout ! 2 
 , l'ensemblef Q!

n ; n 2 N� g est une partie
s�equentiellementrelativementcompacte de (M ; � M ).

Alors (X n) v�eri�e la loi forte desgrandsnombres, c'est{�a{dir e

p.s. (8� 2 U) lim
n! + 1

[barQ!
n ; barPn ]� = 0:

Preuv e. D'apr�esle lemme2.1.2, il existe 
 0 2 F tel que P(
 0) = 1 et que,
pour tout ! 2 
 0, la suite (Q!

n )n soit tendue et faiblement �equivalente �a
(Pn)n . D'apr�es(ii ) et (iii ), on peut supposerde plus que,pour tout ! 2 
 0,
les ensembles f Pn ; n 2 N� g et f Q!

n ; n 2 N� g sont s�equentiellement relative-
ment compactsdans(M ; � M ). La conclusiond�ecoulealorsde(H).

On remarqueraque la partie probabiliste de la preuve du th�eor�eme2.3.2
r�esidedans le lemme2.1.2 (Glivenko-Cantelli), qui fait appel �a une loi forte
desgrands nombres pour desvariables al�eatoiresr�eelles.Le reste de la d�e-
monstration utilise la compacit�es�equentielle relativede(Pn ) et (Q!

n ) pour � M

ainsi quela continuit �edel'application bar pour � M . La compacit�es�equentielle
pour � M danslesth�eor�emes2.1.1et 2.2.1provient dela compacit�es�equentielle
pour la topologiefaible et d'une condition d'uniforme int�egrabilit�e.
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