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Ce travail est essetiellement certre sur la notion de mesure (positive
nie) et sedeclineen deux parties.

La premiere partie porte sur les mesuresde Young, qui sort a la fois des
mesuresparametreeset des mesuresde nies sur un espaceproduit. On y
etudie diversestopologies(top ologiesstables,topologie de la corvergenceen
mesure)et on entire quelquesapplications en theorie desprobabilites.

La deuxiemepartie estconsaceea la notion de moyenne: etude du bary-
certre au sensde Herer d'une probabilite sur un espacemetrique a courbure
negative, loi desgrandsnombrespour cette notion de barycertre, puis loi des
grandsnombres pour desvariablesPettis integrablesd'un espacdocalemert
corvexe.

Une part importante de ce travail a consise a mettre en relation les
proprietestopologiquesou geomnretriques de I'espacesous-jaceh avec ' etude
desproprietesdesmesuresou desespacesle mesuressur cet espace.



Chapitre 1

Mesures de Young

La presemation qui suit esttir eeessetiellement de [CRAFV04, chapitres
1,2,3,4,9et de[RdF03, CRAF04]. Lesapplicationsstochastiquesde la section
[1.6.1 proviennert de [JKRdFO05].

1.1 Intro duction

Lesmesuresde Youngont ete inverteesplusieursfois en calcul desvaria-
tions, entheoriedu cortrdle ou en probabilites, et sousdesnomsdi ererts :
corntrdlesrelaxes, regles,variables aleatoires oues, mesuresparametrees. .
Elles gereralisert lesfonctions d'une autre maniere que lesdistributions. Un
de leurs principaux attraits est qu'on peut les munir d'une topologie pour
laquelleon disposede criteresde compacite ne necessitah que desconditions
tresfaibleset particulieremern simplesa veri er. Ainsi, unesuite defonctions
admet \souvent" une limite au sensdesmesuresde Young.

Commercons par presetter les mesuresde Young dans un cas particu-
lier. Soit (f,,) une suite de fonctions mesurablesa valeursdansRY et de nies
sur un espacemesue ( ;F; ), ou estune mesure nie. On dit que (f,)
convelge de maniere stablesi, pourgout A 2 F et pour toute fonction corti-
nue bornee' : RY! R, la suite ( ,* fnd )n corverge.La limite de (f,)
estl'application (A;" ) 7! lim, ," f,d . Il setrouve quecette application

peut etre identi eea une mesure sur RY, de nie par
Z Z
1 'd =lm " f,d
Rd noa

pour tout A ettout ' commeci-dessugon note 1, la fonction indicatrice de
A et g h designel'application (! ;x) 7! g(! )h(x)). Il estaremarquerque
la margede sur estexactememn . Dans cette corvergence,chaquef,



peut ggalemen etre identi e a une mesure_; sur RY, plus preciemert
g, = | toyd (1), ou « designela massede Dirac en x. Autrement
dit, la mesure ; estporteepar le graphedef, et samargesur est . On
a alors, pour tout A et tout ',

Z Z

Z Z
lim 1. ' d; = I, 'd
n Rd Rd
pour tout A et tout ' . Dans cet exemple,la convergencestable peut &tre
vue commeune cornvergencedans l'espacedes mesuressur RY qui ont
pour marge comnune sur . Ce sort bien s0r cesmesuresqui sort ap-
peleesmesuresde Young, ou cortrdles relaxes, etc. Ainsi, la convergence
stable donne des limites \relaxees" a des suites de fonctions, c'est-a-dire
deslimites qui ne sort pas necessairemdndesfonctions, mais peuwvernt &tre
desmesures.Par exemple,la corvergencestable corvergencefournit desso-
lutions gereraliseesa des problemesvariationnels ou a des problemesde
contrdle [Rou97, ou bien ce que les probabilistes appellent des solutions
faibles d'equations di erertielles stochastiques [Pel81h JKRAFO05], on en
verra un exempledans la section1.6.1 pagel29. La corvergencestable sert
aussidans les theoremesde limite en probabilite [Jac97 Let98], commeon
le verra dansla section[1.6.2
Pour illustrer le rdle de la compacite, supposonsmaintenant que(f,) soit
une suite faiblemert corvergerie dansL!( ;F:; ;RY). Alors on morntre que
(fn)n estsequeriellement relativement compactepour la topologie stable;
side plus (f,) n'est pasfortemert corvergerie, alorsil existe une sous-suite
(f %) qui convergede maniere stable vers une mesurede Young non asseiee
a une fonction, qui decrit les oscillationsde (f 9), autour de salimite faible
dansL( ;F; ;RY) [val94 Val99g.

1.2 Mesures de Young et convergence stable

Notations generales Pour tout espacetopologiqueT, on note B (T) la
tribu boreliennede T, G (T) lI'ensenble desparties ouvertesde T, F(T) I'en-
senble desparties fermeesde T et K(T) I'ensenble desparties compactesde
T. Lorsqu'il n'y a pasd'ambigwte, on simpli e lesnotations en ecrivant par
exempleG au lieu de G(T). Par mesue, on entendra \mesure positive nie".



Si(T;F) estun espacamesur, on note M(T; F) lI'ensenble desmesurespo-
sitives nies sur (T;F) et P(T; F) I'ensenble desmesuresde probabilite sur
(T;F). SiT esttopologique,lesnotations M(T) et P(T) signi eront respecti-
vemert M(T;B (T)) et P(T;B (T)). L'espaceM (T) estmuni, soit de la topo-
logie faible, engendeepar lesapplications 7! ('), ou' decrit 'ensenble
G (T) desapplications cortinues borneesde T dans R, soit de la topologie
etroite, qui estla topologiela plus faible rendart semicorninuesinferieuremern
lesapplications 7! ' ( ), ou' decrit I'ensenble desapplications semicon-
tinuesinferieuremen et borneesde T dansR. Une mesure 2 M(T) estdite
de Radonsi, pourtout B 2 B (T),ona (B)=supf (K); K2 K;K Bg.
L'espaceT est dit de Radon si toute mesuresur T est de Radon. Le lec-
teur pourra consulter[Top70h GP84, Bog9g pour descomplemernts sur les
mesuresboreliennes.

Danstout cequi suit, ( ;F;P) estun espaceprobabilise et T un espace
topologique.On note respectivemert et T lesprojections canoniquesde

Tsur etT.Si 2 M( T), onnote (), ( ) lamesure (: T)
imagede par . Demeéme,( 7);( ) designela mesure ( )2 M(T).

Mesures de Young On appelle mesuesde Young(de baseP) lesmesures
de probabilite sur T de marge P sur , c'est{a{dire les elemeris de
I'ensenble

Y( ;F;P;T)=1 2 P( T);8A2F; (A T)=PA)g:

Lorsque aucune ambigwte n'est a craindre, on n'ecrira qu'une partie des
informations : Y(T) ou m&mesimplemen Y.
Les mesuresde Young gereralisent les probabilites aleatoireset les va-
riables aleatoires.Examinons quelquessous-ensefles particuliers :
Yq4(T) : c'estl'ensenblesdesmesuresde Youngdesintegrables c'est{a{
dire de la forme Z
(A B)= 1 (B)dP(!)
A
pour une application mesurable! 7! , de dansP(T) (muni dela
topologieetroite), alaquelleon peut identier  (la probabilite P etant
x ee).Si T estun espacede Radon et si ( ;F;P) estcomplet, alors
onaYy =Y dapresle theoremede desirtegration (voir [HJ71, Val72,
Val73).
LO%T) :siX : ( ;F)! (T;B (T)) estune application mesurable,on
appelle elementaleatoire de T (de ni sur ) la classed'equivalencede
X modulo I'egalite P{p.s. Cette classeest encorenotee X . L'ensenble
deselemerts aleatoiresde T estnote L°(T). A chaqueelemert aleatoire
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X deT de ni sur, onpeutasseierla mesuedeYoungdegeneree_y :
P71 xq)y. Ainsi LO(T) peut &tre vu commeun sous-ensetnie de Yq(T).
Contrairement aux distributions, qui voient lesfonctionsde dansT
commedesmesuresvectoriellesabsolumen cortinuespar rapport a la
mesurede Lebesgue(ce qui suppose = RN et T vectoriel), ici les
meémesfonctionssort identi eesa desmesuresde probabilite de marge
P particulieressur T.

P(T) : L'ensenble P(T) peut &tre vu commeun sous-ensele deY4 en
assa@iant a chaque 2 P(T) la probabilite aleatoire constarte ! 7!

La mesurede Young correspndarte est = P

Topologies stables On de nit destopologiesdites stabled sur Y(T) de
maniere similaire a celleemployeepour de nir lestopologiesfaible ou etroite
sur P(T), enremplacart I'ensenble test de fonctions cortinuesou semicon-
tinues par un ensenble d'integrandessur T, c'est{a{dire de fonctions
mesurablesde T dans[1 ;+1 ]. Precisonsd'abord qu'un integrande
f sur T estdit continu ou de Caratheadory si f (! ;:) est cortinu pour
tout ! 2 . De méme,lintegrandef estdit semiontinu superieurement
(resp. inferieuremeny) si f (! ;:) est semicotinu superieuremen (resp. infe-
rieurement) pour tout ! 2 . On obtient naturellemert quatre topologies
stables.

y estla topologiela moins ne qui rendesemicottinuessuperieuremen
lesapplications 7! (f), ouf decritI'ensenble desintegrandesornes
semiconin us superieuremen. Autrement dit, une suite gereralisee( )
dans 'Y corvergevers une limite 2 Y pour ¢ si et seulemenh si
limsup () L (f) pour tout integrandef borne semicorinu
superieuremer.

v estla topologie la moins ne qui rende cortinues les applications

7! (f), ou f decrit I'ensenble desintegrandesde Caratheadory
bornessur T.

v estla topologiela moins ne qui rendesemiconin uessuperieuremerm
lesapplications 7! (f), ouf decrit I'ensenble desintegrandesde la
formef (! ;x) = 1a(') 9g(x),ouA2 F etg: T! R estunefonction
bornee semicorttin ue superieuremert.

v estla topologiela moins ne qui rendesemicortinuessuperieuremen
lesapplications 7! (f), ouf decrit 'ensenble desintegrandese la

1Cette terminologie provient de Reryi [Ren63 [RR58], qui a obsene que la corvergence
dans cette topologie ressenble a la convergenceetroite mais pos®de en plus d'agreables
proprietesde stabilit e (voir par exemple[CRdFV04, Proposition 9.2.2]). Ce n'est pasune
terminologie standard (il n'y ena paspour l'instant), mais elle est moins ambigue que les
autres utilis ees.



formef (! ;x) = 1a(') 9o(x),o0uA2 F etg: T! R estunefonction
borneecomninue.
Siunesuite gereralisee( ) dansY corvergeversunelimite 2 Y pour .,
= S M;N; W, ondit que( ) convergede maniere -stableversla mesure
et on ecrit gL

Lestopologiesstablessort doncordonneescommeci-dessousou les edes
represerent desimplications.

${con¥ergence ! y{congergence
? ?
y y
v{convergence ! Wi
v g I J{convergence

(pour sesouwenir dessymboles,le lecteur pourra retenir queM et N represen-
tent destopologiesintermediaires,et quela topologie N-stable est construite
commela topologie etroite, en anglais\narrow"). Le probleme qui se pose
immediatemert (et dont la solution a des congquencespratiques impor-
tantes) est de savoir dans quelscaslesimplications reciproquessort vraies.
Un premier resultat est donne par le theoreme \p ortmanteau” ci-dessous
(c'est une sorte de version parametree du celebre theoreme du méme nom
pour les mesuressur un espacetopologique).

Une caracterisation de la topologie ¢ fait appel a la notion d'ensemble
aleatoire, c'est{a{dire d'element deF B (T). SiG estun ensenble aleatoire
et! 2 , onnote G(!) la sectionde G en! . On appelle ensemblealeatoire
ouvert (resp. ferme, compact) tout ensenble aleatoire G veriant G(! ) 2 G
(resp. G(!') 2 F, G(!) 2 K) pour tout ! 2 . On note respectivemen
G (resp. F, K) l'ensenble des ensenbles aleatoires ouverts (resp. fermes,
compacts).

Rappelonsqgu'un espacdopologiquesepare T estdit sousliniens'il existe
un espacepolonais S et une surjection cortinue de S dans T. Si, de plus,
cette surjection peut @tre choisie bijective, on dit que T est lusinien. Les
proprietesdesespacesousliniensque nous utiliserons sort demortr eesdans
[Sh73. De nombreux espacesisuelsde I'analyse sort lusiniens: outre bien
s0r tous les espacesde Banadc separables,il y a aussipar exempleles es-
pacesde distributions E° S° DO I'espaceH (C) desfonctions holomorphes,
ou le dual d'un espacede Banath separable, muni de la topologie faible
(voir [Sth73 pages112{117]pour de nombreux autres exemples).L'espace
T est dit cosmique(\Continuous-imageOf SeparableMetric”, [Mic66]) s'il
existe un espacemetrique separableS et une application cortin ue surjective
de SdansT. La classedesespacesosmiquescortient donc a la fois celledes
espacesouslinienset celledesespacesnetriquesseparables.Le lecteur trou-
vera descaracterisationsdesespacesosmiquesdans [Mic66, Cal82 Cal84).
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Tout espacecosmiqueregulierestcompletemert regulier. Signalonsque tous
les resultats de convergencede mesurede Young que nous donnonsdansle
casou T est cosmiquerestert vrais egalemeh si T est un espacemetrique
non necessairemdnseparable,en supposart tout de mémeque la mesurede
Young limite verie ( To) = 1 pour une partie separableT, de T.

Le theoreme ci-dessousest une extension du theoreme \p ortmanteau”
classiquepour les mesuresboreliennessur un espacetopologique (voir par
exemple[Top704).

Th eoreme 1.2.1 (th eoreme \p ortman teau") Soit( ) unesuite generalisee
dansY etsoit 2.

A) Lesaf rmations (Al] et/A3| ci-dessoussont equivalentes.
. S»Stablf

A2. liminf (f) (f) pour tout integrandesemi®ntinu inferieurement
f avaleursdans[0;+1 ].

AB. liminf  (G)  (G) pour tout G2 G.

B) Soit C un ensemblede fonctions positives borneesF {mesurables, stable
pour la multiplication de deux elements, contenant la fonction 1 engen-
drant F (e.g. C peut consister en I'ensembledesfonctions indicatrices
d'un {systemecontenant qui engende F. Lesafrmations [B1 et B2
ci-dessoussont equivalentes.De plus, si T est cosmiqueregulier (donc
completementregulier), et si D estune famille Itr ante croissantede se-
midistancessur T qui induit la topologie de T, alors les a rmations
et/B3 sont equivalentes.

) W-stablf

B2. liminf (g 1g) (g 1g) pourtout g2 Cettout G2 G.

B3. lim (g f)= (g f) pourtoutg?2 C, pourtoutd?2 D et pour
toute appliation f : T ! [0; 1] lipschitziennepar rapport a d.
(Pourg: ! Retf :T! R,onnoteg f l'application (!;x) 7!
9! )f (x).)
C) Supmsonsde plusqueT soit un esp@ace souslinienmetrisable. Soit d une

distane commatible avec la topologie de T. Alors les a rmations a
sont toutes equivalentesa I'a rmation ci-dessous.

Ch. lim (f g = (f ) pourtoutf 2 C et pour toute fonction
borneeg: T! R qui estlipschitziennepar rapport a d.

En particulier, dans ce cas, les topologies stables (= S M;N;W)
concident.



L'implication [B1) [ A2 estparfois appeleetheoremede semiontinuite. Sous

des hypothesesplus gererales que dans la partie [C, on peut donner des

resultats partiels d'equivalenceertre lestopologiesstables . . Par exemple,

si T estcompletemernt regulieret sila margede surT est -reguliere,alors
W-stabl| N-stabl . . .

ona f ) f . Mais le problemede la generalisation du

theoremede semiconinuite, c'est{a{dire

le probemede savoirsi ' concide ave  dansdesesm@moesplus
generaux queles espaces sousliniensmetrisables(par exempleles
sousliniensreguliers) est toujours ouvert.

Une autre approche consisteetudier lescompactsde ¢ (voir la section1.3),
car, sur cescompacts,lestopologies ¢ et § cencidert. On trouvera dans
le tableau(l pagel17 une liste de resultats sur le theoremede semicotinuite.
Signalonsencoreun casou l'on peut, sanscompacite, obtenir sousl’hy-
pothesede convergencelN-stable la convergenced'integralesde fonctions qui
nesort pasdelaformef g. Il nousfaut d'abord introduire de nouvellesno-
tations. Soitd unesemidistancecortinue sur T. On note BL(T; d) I'ensenble
desfonctionsf : T! [ 1;1]lipschitziennespour d de module de Lipschitz
inferieur ou egala 1 (c'est{a{dire kf k_ (d) = SURyxyy>0 “oppgi  1). On
noteBL,( ;T;d) I'espacedesintegranded telsquef (! ;:) 2 BL4(T, d) pour
tout! 2 et &E{ ; T, d) I'ensenble deselemeris f deBL,( ;T;d) quisort
dela formef = inzl 1n, g, ou (Aj)1 i »n estune partition mesurablede
(qui depend de f).

Prop osition 1.2.2 (convergence W-stable et integrandes lipsc hit-
ziens) Soit d une semidistan@ continue sur T. Soit () >a Une suite ge-
neralisee dans'Y qui conveilge de maniere W-stable vers une limite 2 Y.
On supmsequ'il existeune partie separableT, deT telleque (  Tg) = 1
Alors on a

im ( f)= '(C f)

pour tout integandef 2 BL,( ;T;d) et pour toute fonction continue '
[ L1 R.

Autres top ologies stables, mesures de Young d'ordre p On obtient
desvariantes interessates et naturellesdestopologiesstablesen remplacant
la condition de bornitude desintegrandestest par une condition de crois-
sance.Par exemple,sip 2 [1;+1 [ et si D estune famille de semidistances
sur T qui de nit la topologie de T, on peut consicerer les integrandesf
tels qu'il existed 2 D pour lequel on ait jf (! ;:)j 1+ d(Xo;:)P, ou Xq
estun elemert x e de T (la de nition ne depend pas du choix de xg). On



obtient ainsi, avec desnotations evidertes, les topologiesstables Y;;B, pour
= S;M;N;W. Le cadrenaturel d'etudede .5 estle sous-espace

Z
YE=f 2Y;(8d2D) d(xe;:)Pd < 1g
T

desmesues de Young d'ordre p (ou mesues de Young p-integr@bles relati-
vemen aD. Danslecasou T R" et D a pour unique elemert la distance
asseieea la norme, I'espace(Y?; Y;;B) est consicere dansdestravaux aussi
di ererts que (hotammert) [Bal89b, KP94, PV95, Rou97 DMO02, AP03].

Introduisonsmaintenant une notion d'integrabilite uniforme qui nousser-
vira pour caracteriserla §-corvergenceOn dit qu'une partie Y  Y§ est
uniformement p-integrablesi, pour tout d 2 D,

Z

lim sup d(ax)°d (*;x)=0
Rl +1 oy f d(a;:)>Rg

pourun a2 T (et donc pour tout a 2 T). On dit qu'une suite gereralisee
() 2a dans Y} est asymptotiquementuniformement p-integable si, pour
tout d 2 D,

Z

lim lim sup d(a;x)Pd (';x)=0
R +1 f d(a;)>Rg

pour un a 2 T (donc pour tout a 2 T). SiA = N, la suite ( ) ,a est
asymptotiquemern uniformemen p-integrablesi et seulemen si elle est uni-
formemen p{integrable.

Prop osition 1.2.3 (Caract erisations de la convergence pour .5) On
supmse que T est completementregulier et que sa topologie est de nie par
une famille D de semidistanes. Soientp 1, ( ) »a une suite generalisee
dansY§ et 2 YB. On supmsequ'il existeune partie separableT, deT telle
que ( To) = 1. Fixons un elementa de T. Alors, pour = S M;N;W,
les assertionssuivantessont equivalentes.

1: () 2 CONVemevers pour 5.

-stab . R R
2 £ et lim Ld@x)Pd (x!) = +d(@x)Pd (x;!) pour
toutd 2 D.
3: T et( ) ,a estasymptotiquemenuniformementpfinte grable.

A l'aide du theoreme/1.2.1, on en deduit le resultat suivant.



Corollaire 1.2.4 SiT estmetrisablesouslinien,lestopolagies .f concident
( = SM;N;W).

Si T = E estun espacevectoriel norme separableet si D ne cortient que
la distanceasseieea la normedeE, alorsL{ ;) == Yp\ Lo ;F;P;T) n'est
rien d'autre quel'espacelL?( ;F;P;E) desfonctions Bochner integrablesde
( ;F;P)dansE. On verraplusloin (corollaire1.5.7page24) quela trace sur
LP( ;F;P;E) dela topologie Y;g estla topologieforte de LP( ;F;P;E).

On retrouve de méme les espacesd'Orlicz en remplacant dans ce qui
preceded(Xo;:)P par' (d(Xq;:)), ou' estunefonction de Young[APO4].

Densit e des fonctions dans les mesures de Young C'est l'une des
propietes les plus importantes destopologiesstables, et en fait les mesures
de Young ont ete historiquemert construites comme limites de fonctions.
Le resultat ci-dessousa donc une longue histoire, de [You37 a [Bal84h). Il

est legeremen gereralise ici, I'espaceconsicere n'etant pas necessairemen
regulier.

Th eoreme 1.2.5 (th eoreme de densit e) SupmsonsqueT soit un esf@ace
de Radon dont les parties compactes T sont metrisables(par exemple, T est
un esp@ce souslinien). Supmsonsde plus la prolabilite P sansatome. Alors
L% estdensedansY pour ,, = SM;N;W.

Apresunereductionau casmetrisablecompact,la preuve dans[CRdFV04]
consistea approcher toute mesurede Young non degeneree par une suite de
fonctions qui oscille sur desparties mesurablesde plus en plus petites.

Une autre approche utilisant le theoremede cornvergencedesmartingales
est preseneedans [RAFZ02].

On obtient une versionanaloguepour lesmesuresde Young p-integrables.

Corollaire 1.2.6 On supmse que T est un es@mce de Radon a compacts

metrisables(par exempleT est un esm@ce souslinienregulier), et que P na

pas d'atome. Soit D une famille de semidistan@s qui de nit la topologie T.

Alors, pour tout p 1, LE’T;D) est densedans Y§ pour la topolagie f,
= SM;N;W.

Comme pour le theoreme[1.2.5 on se ramene au cas metrisable compact.
Danscecas,onaYf = Y, L, = Let = §.Letheoemel.2.5donne
alors le resultat.



Generalisation aux mesures sur T La de nition des topologies
stablesn'utilise ni le fait queleselemeris deY( ;F;P;T) ont pour massel,
ni qu'ils ont meémemargeP. On peut doncetendrecestopologiesa M ( T)
en remplacant 'Y par M( T) dansles de nitions. Les topologiescorres-

pondartes sort notees ,,, = S M;N;W. C'est le cadre retenu dans les
etudes[Bal01] (qui porte sur ;) et [RAFO3] (qui etudie la compacite pour
S

M)-

Le theoreme\p ortmanteau” (theoreme[1.2.1) admet encoreune formu-
lation dansce cadre gereral ([RAF03] et [CRAFV04, Remark 2.1.5]) : il suf-
t d'ajouter, dans les a rmations et B2, quel'on a lim ( T) =

( T) et, dans les parties B/ et |C, que I'ensenble C cortient toutes les
fonctions 15, A 2 F [ En particulier, la topologie g, peutétre de nie comme
la topologiela moins ne qui rendesemicortinuesinferieuremen lesapplica-
tions 7! (G) (G 2 G) et qui rendecortinue I'application 7! ( T).
Ainsi, g estun casparticulier de la w-topologie de nie de maniere abstraite
par F. Tops e [Top704.

Remarquonsque la trace sur M(T) de ,, estla topologieetroite si 2
fS;Ng et la topologiefaible si 2 fM;Wg. D'autre part, la trace sur M()
de ,, estla s-topologie [Top704, c'est{a{dire la topologiela moins ne telle
que, pour chaqueA 2 F, l'application 7! (A) soit cortinue.

Nousreprendronscecadregeneral pagelldansla presemation descriteres
de compacite pour lestopologiesstables.

1.3 Crit eres de compacit e

Comme cela a ete annone dans l'introduction, il existe des conditions
Su san tes simplesa veri er pour qu'une partie de'Y soit compactepour . .
Nous nouscortenterons de caracteriserlescompactspour ¢, puisqu'ils sort
en mémetemps compactspour , = M;N;W. Par ailleurs, les criteres
de compacite pour Y;B sededuisen facilemert de ceuxpour ., d'apresla
proposition ci-dessous.

Rappelons qu'un sous-ensefle K d'un espacetopologique T est com-
pact pour les suites generaliseesdans T si toute suite generalissed'elemens
de K admet une sous-suitegeneralisee qui converge dans T. De maniere
equivalente, K est compactpour les suitesgeneraliseessi toute suite gerera-
liseeuniverselled'elemerts de K corverge(voir [Kel55] pour lesde nitions et
proprietesdessous-suiteggeneraliseeset dessuitesgeneraliseesuniverselles).

20n peut [RAF03, Theorem 3.2] remplacer cette condition sur C par I'hypotheseque
'emsemble f( ), ( ); 2 Agestequicortinu (voir la de nition pagel13)
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On dit queK estrelativementcompact s'il est cortenu dansune partie com-
pactede T. Donctoute partie relativemert compactede T estcompactepour
lessuitesgenreralisses.L'implication reciproqueestvraie si T estregulier(voir
la demonstration dans [PV95] ou dans[OW98]).

Le resultat suivant sededuit facilemen de la proposition

Prop osition 1.3.1 (Parties compactes de YJ) On supmse que T est
completement regulier. Soit D une famille de semidistanes qui de nit la
topologie de T. Soient p letY Y5. Les assertions suivantes sont
equivalentespour = S M;N;W.

1: L'ensembleY estcompact pour les suites generaliseesdans (YF; .B).

2: L'ensembleY est compact pour les suites gereraliseesdans (Y5; ) et
uniformement pfint egrable par rapport a D.

Le resultat ci-dessousest tresutile pour les applications. On dit qu'une
partie K d'un espacetopologique T est sequentiellementrelativement com-
pacte si toute suite d'elemeris de K admet une sous-suitequi convergedans
T (cette terminologien'est pastout a fait cohererte aveccellequenousavons
introduite plus haut, mais elle est conformea l'usageetabli).

Lemme 1.3.2 (quand la compacit e entra’™me la compacit e sequen-
tielle) Soit M une partie relativementcompacte de Y pour . Supmsons
gu'il existe une topologie separable metrisable moins ne quela topologie de
T mais qui posedeles mémeshoreliens que cette topologie (c'est le cas si,
par exemple,T estsouslinienregulier). Alors M est sequentiellementrelati-
vementcompact.

Un autre resultat tresutile lie a la compacite sequertielle estla version
pour les mesuresde Young du theoreme de Komlos, due a Balder [Bal893,
Bal9(0]. Nous ne la presetons pasici, mais nous l'utiliserons pagel33, pour
demortrer qu'un certain processusa valeurs mesures,obtenu commelimite
stable de processusadaptes, est adapte.

Crit eres de Topse et de Jacod et Memin

Nous nous placonsici dansle cadre general de I'espace(M ( T), w)-
Nous donnonsd'abord une condition necessaireet su san te de compaciie
pour lessuitesgeneralisees(crit erede Tops €), dont nousdeduisonsd'autres
criteresdansdescasparticuliers.

On appelle pavagesur T tout ensenble non vide de parties de T.
Enumerons maintenant les proprietes des pavagesG(T) et K(T) dont nous

11



aurons besoin. La presemation ci-dessoussuit celle de [Top704, pour faci-
liter la comparaison.On dit que T est sous-netrisables'il existe sur T une
topologie metrisable moins ne. Celarevient a dire gu'il existe une famille
denonbrable de fonctions cortinues a valeurs reellessur T qui separe les
points de T.

Lemme 1.3.3 (Propri etes des pavages G et K) On supmseque T est
sousliniensous-netrisableet que( ;F) estuniverselement complet.

I. K contient ; et eststablepar reunion nie et par intersection denombable.

II. G contient ; et eststablepar union nie et par intersection nie (en
fait, G est egalementstablepar union denombable, mais nous n'en aurons
pas besoin).

. K nG 2 K pour tout K 2 K et pour tout G 2 G,

IV. G separe les ensemblesdans K, c'est{a{dire que, pour toute paire
fK1; K,g d'elementsdisjoints de K, on peut trouverune paire f G;; G,g d'ele-
mentsdisjoints de G telle queK; G; etK, G,.

V'. Soit M une partie de M( T) telle que (), (M) soit relative-
ment compact pour la s-toplagie sur M() . Alors M est uniformemen {
reguliersur G au point ; par rapport aK, c'est{a{dir e que, pour toute famille
denombable (K;)i»; d'elementsde K Itr ante decroissantevers;, on a

0 sup o, 0t (@=0
(on dit que(Kj)i2, est Itr ante decroissantevers; si\ > K; = ; et si, pour
touti 2 | etpourtoutj 21, il existek 2 1 tel queKy, K;\ Kj).

Remarque 1.3.4 Le pavage K ne verie pas la propriete V de [Top704,
c'est{a{dire queK n'est passemi-compaciun pavageCestdit semi{compact
si, pour toute famille denonbrable d'elemens de C ayant une intersection
vide, il existe une sous-famillefanie ayant la méme intersection). Toutefois
la propriete plus faible V' sut pour obtenir un resultat analoguea [Top70a
Theorem/4].

Avant de deduiredu lemmel1.3.3une adaptation du criterede compaciie
de Tops e, il nousfaut introduire encorequelquesde nitions.

On appelle completion universele de F la tribu F =\ ,yy F ,0uF
estla tribu {completeede F, c'est{a{dire la tribu engendeepar F et les
ensenbles -negligeablesDes notations tellesque G ou y, signient que
I'on aremplace F par F danslesde nitions de G et de .

Si C et E sort deux pavagessur T, on dit que E domine C si tout
elemen de C estcortenu dansun elemert de E.

On deduit du lemme[1.3.3le critere suivant [RAF03|, adapte de celui de
Tops e ([Top70a Corollary 2], voir aussi[Top74 OW98)).
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Th eoreme 1.3.5 (crit ere de Topse) On supmse que T est souslinien
sous-netrisable. Une partie M de M( T) estcompacte pour les suitesge-
neraliseesdans (M ( T), u ) si et seulementsi les conditions (i) et (ii)
ci-dessoussont verif ees:
(i) L'ensemble( ), (M) est compact pour les suites generalisees dans
M() muni de la s-toplogie.
(i) Pour toute sous-famile G°de G qui domineK et pour tout > 0, il
existe une sous-famile nie G%de G° telle que, pour tout 2 M, on
puissetrouver G 2 G®veriant (G°) <

Descriteresde compacite pour lessuitesgeneralissesdansM() muni de
la s-topologieont etedonnesdans[Top703 Gan71, AGK76]. En particulier, si
unepartie M deM () estrelativemen compacte elleestequiontinue, c'est{
a{dire que, pour toute suite decroissate (A,) dansF telle que\ A, = ;,
onalim,sup,y (An) = 0[Gan7].

Id ee de la preuv e du th eoreme [1.3.51 La partie directe est exactemen
commedans[Top74. SupposonsM compactpour lessuitesgenreraliseesdans
(M( T); v ). Lapropriete(i) esttrivialement veri ee.Supposonsque(ii )
ne le soit pas: il existe une famille G°= (G )k 2k d'elemerts de G telle que
Gk K pour chaqueK 2 K et que, pour toute sous-famille nie G®de G°
il existe 2 M veriant minf (G°); G2 G°§> . Mais alorsla famille

(OGK )KZK = (f 2 M( T); (GCK) < g)KZK

est un recouvremem ouvert de M( T). D'apres [OW98, Proposition 1],
on peut en extraire un sous-recouvremdn ni de M, ce qui conduit a une
cortradiction.

Reciproguemen, supposonsque M verie (i) et (ii). Soit () 2a une
suite gereralisee universelledans M . D'apres (i), on a sup , ( T) <
+1 . L'application : G! [0;+1 [ de nie par

(8G2G) (G)=lim (G)

estborneed'apres(i). La propriete V' du lemme[1.3.3et I'nypothese(i) en-
tra’™ent que,pour toute famille denonbrable (K )i, d'elemeris deK Itran te
decroissate vers;, on a

IIQT ngl;néf K (G) IIQT SzuMp GZQI;n(;-;f K (G) = 0= (’ ):

c'est{a{dire que l'application est {reguliere en; par rapport a K. Il
decoulealorsde [Top70a Theorem 2] et desproprietes! alV dulemme1.3.3
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quel'application :F B (T)! [0;+1 [ de nie par

B8B2F B(T) (B)= ) 889525 nglrjg . (G

estune mesuresur F B (T). De plus, on a evidemmet

(8G2G) (G) Ilminf (G):

Pour montrer que( ) corvergevers , il neresteplus qu'a veri er que
( T)=1lim ( T):

Supposonsle cortraire : il existe > 0 et, pour chaqueK 2 K, un elemen
Gk deGtel queGk K etlim (Gk)+2 lim ( T). On obtient
alors une cortradiction avec (ii) enprenart G°= fGg; K 2 Kg. ]

On deduit du theoreme1.3.5desgenreralisationsdu critere de compacite
de Prokhorov pour les mesuresboreliennes.De nissonsd'abord desnotions
de tension pour les mesuresde Young.

On dit qu'une partie M de M() est souplementtendue si, pour tout
> 0, on peut trouver un compactaleatoireK 2 Ktel quesup ,, (K¢ <
On dit queM est strictement tenduesi, pour tout > 0, on peut trouver un
compactK 2 Ktelquesup,,, ( K¢ < .DoncM eststrictemert tendu
si et seulemen si ( 1), (M) esttendu au sensusuel. Une autre formulation
de cesnotions de tension a ete introduite par Balder [Bal844 et fait appel

aux integrandesinf-compacts.

Le theoreme[1.3.5 nous donne immediatemen le resultat suivant, qui
gereralise[Bal01, Theoremb5.2]dansla mesureou T n'est passupposeregulier
et ou la compacite obtenue I'est pour une topologie a priori plus ne quela
\ws{top ology" ;.

Prop osition 1.3.6 (crit ere de Prokhoro v)

A) SuppsonsqueT soit sousliniensous-metrisable Soit M une partie sou-
plementtendue de M ( T) telle que( ), (M) soit compact pour les
suites generaliseesdansM () muni de la s-topologie. Alors M est com-
pact pour lessuitesgeneraliseesdans(M ( T); v ) (etdoncaussidans
M T @)

B) Supmsonsmaintenantseulemenguelescompactsde T soientmetrisables.
Soit M une partie strictementtenduedeM(  T) telleque( ), (M) soit
compact pour les suites generaliseesdans M() muni de la s-topologie.
Alors M est compact pour les suites generaliseesdans (M ( ), w)
(et donc aussidans (M ( ), w))-
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Rappelonsqu'une mesure 2 M(T) est dite -reguliere si, pour toute
suite Itran te decroissate (F ) defermesdeT,ona (\ F)=inf (F).
Toute mesurede Radon est -reguliere. L'espaceT est dit de Prokhoiov si
toute ensenble etroitemert compactde mesures -regulieresest tendu (voir
par exemple[Bog99). Les espacegolonais sort desespacegle Prokhorov,
d'autres exemplessort donnes dans [Top74 Whe83. La caracterisation la
plus gererale desespacesie Prokhorov est donneedans[Bou02.

Le criterede Prokhorov prend une forme particulieremen agreabledans
le casou T est un espacede Prokhorov. Le resultat ci-dessousgenreralise
un critere de Jacad et Memin ([JM81a, Theoreme 2.8], voir aussi[St75,
Theorem3.10]et [BalO1, Theorem5.2]), qui etait conru dansle casou T est
polonais.

Corollaire 1.3.7 (crit ere de Jacod et M emin) On supmseT souslinien
sous-netrisable et de Prokhomwov. Une partie M de M( T) est compacte
pour les suites generaliseesdans (M ( T); w) Si et seulementsi lescondi-
tions (a) et (b) ci-dessoussont veri ees.
(@ ( );(M) estcompact pour les suites generaliseesdans M() muni
de la s-toplogie.
(0 ( 1), (M) estcompact pour les suites generaliseesdans M(T) muni
de la topologie etroite.

Application aux mesures de Young Lescriteresprecederis admettent
desversionstriviales dans(Y; ), puisquela projection sur M() de toute
partie de Y estfPg, donctoujours compacte.On a en particulier le resultat
suivant.

Th eoreme 1.3.8 (crit eres de compacit e pour les mesures de Y oung)
On supmseque T est souslinien sous-netrisable.

1. Toute partie souplementtenduede Y est compacte pour les suites ge-
neraliseesdansla topologie .

2. Si T estun espce de Prokhoov, une partie M deY estcompacte pour
les suites generaliseesdans|la topologie ¢ si et seulementsi ( 1), (M)
est compact pour les suites generaliseesdansla topologie etroite.

3. Toute partie relativementcompactede(Y; ) estsequentiellementela-
tivement compacte.

On endeduit immediatemen un resultat bien conru dansle caspolonais
([Bal84a page573],[Jaw84, theoreme?2.4]) :
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Corollaire 1.3.9 (equivalence des notions de tension) Suppsonsque
T soit un es@ce de Prokhorov souslinien sous-netrisable. Alors toute partie
souplementtenduede Y est strictement tendue.

On obtient une variante utile du corollaire(1.3.9 par une methode diffe-
rente [CRAFV04, Theorem 4.3.14],inspiree d'une idee de Valadier [Jaw84,
theoreme2.4].0On dit que T admetune suite co nale de compacts metrisables
s'il existeunesuite (K ,) decompactsmetrisablesde T telle quetout compact
de T soit cortenu dansl'un desK . C'est le cassi, par exemple,T estle dual

-faible d'un espaceale Bana separable; or un tel espacen’est de Prokhorov
gue s'il estde dimension nie [Fer94.

Prop osition 1.3.10 Supmsonsque T admette une suite co nale de com-
pacts metrisables.Alors toute partie souplementtenduede Y est strictement
tendue.

Idee de la preuv e. On munit I'ensenble K de la topologie de Vietoris,
c'est{a{dire de la topologie engendeepar les ensenbles

U =fF2F,F\ U6 g

et
Ur=fF2F F Ug;

ou U decrit G. D'apres une caracterisation due a Michael [Mic51, Theo-
rem 2.5.2](pour la condition su san te) et Christensen[Chr74, Theorem3.1]
(pour la condition necessaire)une partie C deK estrelativemert compactesi
et seulemen s'il existeK 2 K tel quel'on ait C K pour tout C 2 C. Sous
les hypothesesde la proposition, on montre que K est un espacede Radon
[CRAFVO04, Theorem4.3.14].

Soit M une partie souplemen tenduede Y et soit > 0. Il existeK 2 K
tel que sup,y (K) 1 =2. Or K peut &tre vu commeun elemer
aleatoirede K, dont la loi estdonctendue puisqueK estun espacele Radon.
D'apresle resultat de Michael, il existedoncun compactK 2 K tel quel'on
ait PTK(!) Kg 1 .Onendeduitimmediatemert sup ,p ( K)

1 ,doncM eststrictemert tendu. ]
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1.4 Tableaux de resultats sur les convergences
stables

On rassenble dans cette partie desresultats qui precisem ceux dessec-
tions precederies.

Tablea u 1: theor eme de semicontinuit e
W-StabIF 1 ) S-stabl'a 1

Condition susan te Preuv e dans [CRAFV04 ]

T est souslinienmetrisable Portmanteau Theorem
(Theorem 2.1.3-G page25)

() eststrictement tendu

etP (T) = P(T) (e.g. T estdeRa-
don ou hereditairemert Lindelof)
et T est completemen regulier et
les parties compactesde T sort
metrisables Theorem4.3.8page94

ou

( ) estsouplemen tendu
et T estsouslinienregulier

( ) estunesuite et T estun es-
pace sequettiellement de Prohorov | Theorem4.5.1pagel104
tel que P(T) = P (T) = P(T)
(e.g. T estun espacemetrique ou
un espacek, sous-netrisable)
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Tablea u 2: crit eres de rela

tive compacit e sequentielle

K Y est {{sequentiellemen relativemen compact

Condition susan te

Preuv e dans [CRAFV04 ]

K est strictemert tendu

et les parties compactesde T sort
metrisables

ou

K est souplemen tendu

et T est sousliniensous-netrisable

Theorem 4.3.5 (Prohorov Crite-
rion) page92

K est souplemen tendu

et T est souslinienet K(T) est de
Radon (e.g. T a une suite co nale
de parties compactesmetrisables)

Theorem4.3.5(Prohorov Criterion)
page92 et

Theorem4.3.13page97 (voir aussi
Theorem4.3.14)

K est ¢{sequentiellemen relativemen compac) K est J{relatively compact

Condition susan te

Preuv e dans [CRAFV04 ]

T est souslinien metrisable et
F est essentiellemen denombra-
blemert engende (donc § est
metrisable)

Remark 4.5.3page 105

T estun espacepolonaisou bien un
espacesequertiellement de Proho-
rov posedart une suite co nale de
compactsmetrisables(e.g. T estun
espacek, sous-netrisable)

Proposition 4.5.2 page105

K est {{relativemert compact) K est y{sequentiellemen relativemen compact

Condition susan te

Preuv e dans [CRAFV04 ]

T est sousliniensous-netrisable

Lemma4.1.1page84
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1.5 Convergence en probabilit e ou en moyenne
d'ordre p

Dans toute cette partie, on supmse pour simplier queT estun esm@mce
cosmiqueregulier (donc completementregulier) dont la topologie est de nie
par un ensembleD de semidistanes.

1.5.1 Convergence en probabilit e de mesures de Young
Convergence en probabilit e d'elements aleatoires

Soit (X ) une suite gereralisee dans L°(T) et soit X 2 L°(T). On dit
que (X ) convemge en prolabilite vers X , et on note

X e
siona
(1.5.1) (8d2 D) (8 >0) limPfd(X ;X)> g=0:
Un calcul classiqueet facile montre que (1.5.1) equivaut a
(1.5.2) (8d2 D) lim ‘ min(d(X ;X);1)dP = O:

J. Ho mann-J rgensen a donne une de nition de la corvergenceen probabi-
lite qui ne depend que de la topologiede T et non de la structure uniforme
assaieea D : plus preciemen, soit C(T;[0; 1]) I'espacedesfonctions corti-
nuesde T dans|[0; 1]. Alors et equivalent a

Z

(1.5.3) (8 2 C(T;[0;1]) lim | (X ) '(X)jdP=0:

([HJ91, Theorem 7.4] et [HJ98, Corollary 4.7]). (Cette de nition a aussi
I'avantage de conserer un sensmémesi T n'est pascompletemern regulier.)
D'autre part, pour toute variable aleatoirereellede nie sur , ona

Z Z 1Z
(1.5.4) jYjdP sup YdP = jYjdP;
A2F A 2

donc (1.5.3 revient a
z

(1.5.5) (8 2 C(T;[0;1]) limsup ( (X ) ' (X1))dP=0:
A2F A
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On voit donc que I'on a en particulier, en enle\ant le suprenum et en tra-
duisart (1.5.5 dansle langagedesmesuresde Young,

(1.56) (8A2F) (8 2C(T;[01]) im 4 (1 ')= (1a ')

Donc,si (X ) convergeenprobabiliteversX, mortre que_y corverge
de maniere W-stable vers _, . Reciproguemern, supposonsque _, corverge
de maniereW-stablevers_, . Soitd 2 D etsoitg2 BL,( ;T;d) l'integrande
de ni par

g(! 5 x) = d(x; X (1)):
D'apresla proposition[1.2.2 on a
Z Z z
lim d(X ;X)dP=1Ilm gd, = gdy=0;

donc(X ) ,a corvergein probabilite versX . Ainsi, la topologiedela corver-
genceen probabilite sur L° coincide avec la trace sur L° de la corvergence
W-stable. Cela signi e quel'on peut supprimer le suprenum dans(1.5.5 et
exiger seulemen que la corvergenceait lieu pour chaqueA 2 F. On verra
un resultat plus fort dansle theoreme1.5.4

Si d est une semidistancesur T, on note f)‘:())b la semidistancesur L°
de nie par

(X5 Y) = E (min (d(X;Y); 1))

prob
LO
(d 2 D). On remarqueaussique, si d est

La corvergenceen probabilite estdoncla corvergencepour la topologie
induite par les semidistances ()

prob
une distancesur T, alors Efr’gb est une distance sur L°(T), et si d induit la
topologiede T, alors  {), induit "¢

Convergence en probabilit e de mesures de Young

On de nit naturellemert la topologie $;°b de la corvergenceen probabi-

lit e sur le sous-espace®’y desmesuresde Young desirtegrables,vuescomme
deselemerts aleatoiresde I'espaceP(T) muni de la topologiefaible. L'espace
T etant suppose cosmiqueregulier, P(T) est egalemen cosmiqueregulier
pour la topologie faible [CRdFV04, Proposition 1.3.2],donc le cadre decrit
plus haut s'applique parfaitemert. On verra plus loin que la topologie $;°b
a un prolongemen naturel a'yY.

Parmi les ensenbles de semidistancegjui induisert la topologiefaible de
P(T), il enestdeux particulieremen interessats. Le premier est donne par

la de nition : c'estceluidessemidistancesi™ : (; )7!'j (f) (f)j,ouf
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decrit C(T;[0; 1]). Ainsi, la topologie $£°b est induite par les semidistances

(o) 0 :
prob (f 2 C(T1 [0, 1])) de nies par
Z

r():i;))(? )= Ja(f) o (F)jdP():

. . dt) _
D'apres (1.5.4), on voit que les semidistances [()rob) sort equivalertes aux
.y f .
semidistances® grgb de nies par
(15.7) el) ) Y=supj (1n f) (1 f)j:
A2F
L'interét de I'egalite (1.5.7) est qu'elle consere un sensmémesi et ne
sornt pasdesirtegrables.On obtient donc une extensionnaturelle de f,’;"b a

Y : la topologie de la convelgene en prokabilite £ sur Y estla topologie

(f)
induite par les semidistanceseg?ob) (f 2 C(T;[0;1])) etenduesa Y.

Le secondensenble de semidistancesjui induit la topologiefaible de P(T)
est celui dessemidistancesle Dudley & (d 2 D)

ODoy= sup j(F) ()

f 2BL1(T;d)

(voir [Dud66]). La topologie £ estdoncinduite par lessemidistances

(d 2 D) de nies par

Z
de. = A, . :
oG )= B )dPQ):
On appelle _(BdL) la semidistan@ de Dudley parametree asseieea d.
Th eoreme 1.5.1 On supmsequeD est Itr ant croissant. La topolagie f(’;"b
estinduite par la famille _(BdL) ; etona, pourtoutd 2 D ettout ; 2,
2D

158 9 )= sup ((f) ()= sup ((F) (F)):

f2BL,( ;T:d) f2BLY( ;T;d)

Si d estune distance, alors _ ) estune distance sur Y.

On obtient donc deux de nitions de _g’L)(; ) qui conserent un sens

mémesi et nesort pasdesirtegrables.
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Th eoreme 1.5.2 (semidistances de Dudley param etrees sur Y) On
suppsequeD est Itr ant croissant.Pour chaqued 2 D etpourtout ; 2,
la deuxiemeegalite dans restevraie si  ne sont pas desinteg@ables,
c'est{a{dire qu'on a

sup ((f) (F))= sup ((F) (F)):

f2BL,( :T:d) f2BLY( ;T;d)

On peut donc prendre (1.5.8 comme de nition des semidistanes _(BdL) sur

l'espace Y tout entier. De plus, la topologie ™ dela convelgene en prota-

bilite sur Y estinduite par les semidistanes 'Y (d 2 D).

Remarque 1.5.3 (comparaison des caract erisations de ¥ et )

La premiere de nition de " a mortre que la di erenceertre les topo-
logies " et ¥ tient au terme supy,r dans (1.5.79. De méme, d'apres

le theoreme1.5.2 si D est ltran t croissan, alors ™ est la topologie de

la corvergenceuniforme sur lesensenblesBL,( ;T;d) (d 2 D), tandis que,
d'apresle theoremel.2.1(condition B3) ' estla topologiedela corvergence
simple sur [ 4z BL;( ; T;d).

rob

Th eoreme 1.5.4 (comparaison de avec V)

p
Y
1: Latopolagie P estplus ne que V.

2. P eststrictementplus ne que ¥ si et seulemenisi T a au moins deux
elementset ( ;F;P) a une partie non atomique.

3: Cesdeuxtopolagiescoincident sur L°(T). De plus,si () . estune suite
generaliseedans Yy et si X 2 L°, alors () ,a convege de maniere W-
stablevers ' = _, si et seulementsi ( ) ,a convelge en protabilite
vers_y .

4: L°(T) estferme pour P dansL®(P(T)) = V.
5: Si T estpolonaisousi T admetune suite co nale de compacts metrisables,

alors (Y; ) et(Y; ¥) ont lesmémesparties convexessequentiellement
fermees.

Remarque 1.5.5 Supposonsque T soit souslinien(regulier) et que P soit

sansatome.D'apresle theoreme1.2.5 L° estdensedansYq = Y muni de V',

alorsqu'il estfermedansyY pour la topologie $r°b et que cesdeuxtopologies

coincidert sur L°.

On retrouve la m&émesituation avecle sousespaceC de l'espacede Sko-
rokhod D (voir page/36) : C estdensedans D pour la topologie J;, alors
gu'il estferme dansD pour la corvergenceuniforme sur lescompactset que
cesdeux topologiescoincident sur C.
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1.5.2 Convergence en moyenne de mesures de Young

Soitp 1 xe.Nousallonsde nir sur YJ une topologie $;D plus ne
que 2 et qui induit sur Leroy = Yp \ L°( ;F:P:T) la mémetopologie
que Y;;B. On verra ensuite dans le corollaire [1.5.7 que, lorsque T = E est
un espacenorme la trace sur L?T;D) de $;D est la topologie forte usuellede

LP( ;F;P;E).
Pour tout ettout dansP(T), on note

D(; )=f 2P(T T); (- T)= e (T )= g

Sic: T T! [0;+1 ]estunefonction mesurableonde nit la fonctionnelle
de Kantorovich ff% :P(T) P(T)! [0;+1 ]asswieeac par
z
© (. yo= i : A
k(5 ) 2||3n(f; - TC(X,Y)d (X y):
Pour tout d 2 D, on de nit une semidistance ffF;d) cP(T) P(T)!
[0;+1 ] enposan
. . @) P_ . g (e
krp ()= KR = _inf dix; y)°d (x;y)

On appelle cette semidistancela semidistane de Wassestein ass@iee a d.
Cette semidistanceest bien s0r a valeurs nies sur
z

PO(T):=  2P(T); d(xg:)Pd <1

C'est unedistancesur P5(T) si et seulemen si d estune distance.On montre
gue la topologieinduite par la famille ( fgf)(; ))a2p iNduit une topologie
plus ne guela corvergencdaible, et qui coincideaveccelle-cisi leselemens
de D sort bornes. Le lecteur pourra consulter [Rac9] sur le sujet desdis-
tancesde Wassestein.

De nissons maintenant desdistancesde Wassestein parametrees.Pour
tout ettout dansY ( ;F;P;T), onnote

D(; )=f 2Y( ;F;P;T T); (¢ @ T)= e (¢ T )= @

Pourc: T T! [0;+1 ] mesurableet ; 2 Y, onposealors
Z
(© (.

;)= inf cx;y)d (1;xy):
—KR ) 2bt: ) T( y)d ( y)

T
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Pour chaqued 2 D, on appelle semidistane de Wassestein parametree
asseieea d la semidistancesur Y (a valeurs nies sur YJ) de nie par
(i) (@) =P : z P
KRG )= & = inf d y)Pd (x;y)
2D(; ) T 7T

On de nit alorsla topologie 3;0 dela convegene en moyenned'ordre p sur
Y5 commeetarnt la topologieinduite par Iessemidistances_ﬂog{d) (d2 D).
On peut donner diversescaracterisationsde la convergenceen moyenne

d'ordre p, dansle mémeesprit que la proposition [1.2.3 page8.

Theoreme 1.5.6 Soientp 1, ( ) »a une suite gereralisee dans Y et
2 Y5. Soitd 2 D etxg 2 T xes. Les armations suivantes sont
equivalentes.

. \F();D
1 !

. probabiliy e l R d(a:x)?d | - = R d(a:x)Pd (! :
2: ! et lim + d(@;x) (';x) = +d(@x)Pd (!;x) pour
toutd 2 D.

3 "N et( ) ,a estasymptotiquemenuniformementp{inte grable.

4: lim supae J (1a 1) (1o f)j=O0pourtoutf : T! [0;+1 [tel
quef 1+ d(xo;:)P.

En comparart la condition [3 du theoreme[1.5.6 avec I'a rmation du
theoreme1.5.4 on obtient immediatemen le resultat ci-dessous.

Corollaire 1.5.7 Lestopolagies vibet ¥p coincident sur Lero)- _
En particulier, si T estun esm@ce vectoriel norme separable et si D a
pour unique element la distane assaeiee a la norme de E, la trace sur

Lk = L°( ;F;P;E) de la topolagie ;p est la topolagie forte usuele
deLP( ;F;P;E).

La preuve du theoremel[1.5.6 fait appel au lemme ci-dessous,dort la
demonstration setrouve dans [DPRdF].

Lemme 1.5.8 On supmwsequeT estsouslinien.Soitc: T T! [0;+1 ]
une fonction semi®ntinue inferieurement. Alors, pour tout ettout dans

Y, l'application ! 7! ff%( 15 1) estF -mesulbleet il existe une mesue
deYoung 2 Y( ;F ;P;T T)telleque
Z
()= dandi(xy) Pps.
TT
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De plus, on a
Z Z
EACEDE cy)d (ixy)= (0 )dP():

TT

Id ee de la preuv e du th eoreme [1.5.6!

) [ 20 On commencepar un passageau quotient T=d comme dans
[CRAFOO0, pages125{126]ou dans[CRdFV04, Theorem4.1]. On seramene
ainsi au casou (T;d) estun espacemetrique separable.On peut de plus,
commedans[CRdFO0Q, page126],raisonnerdansle complete de (T; d) (note
encore(T;d)). On supposedonc sansperdre en gereralite que (T;d) estun
espaceametrique separablecomplet. En particulier, Tngtsousllnlenet on peut
appliquerle lemme1.5.8avecc = d : onadonclim PDC 0 )dP =0
On en deduit z

lim Gmn(@e - )ydP = 0
Comme S&mi”(d;”) estune distanceborneesur P(T) qui induit la topologie
faible, la suite () corverge donc en probabilite vers . La preuve de la
p-integrabilite uniforme est senblable a [CRAFOQ, page125].

2, [3. Tresfacile et peut egalemeh sededuire de I'equivalenceanalogue
dansla proposition

3 ) 1L Commedans la preuve del) [ 2, on suppose sansperdre en
gereralite que (T;d) est un espacemetrique separable complet. Pour tout
R > 0, notonsdg la distancemin (d; R). Comme( ) corvergeenprobabilite
vers ,ona

Z

(1.5.9) lim G 5 )y=t0im G0, )dP()

puisque la distance f&;dR) est bornee et induit la corvergencefaible sur

P(T;d). Soit > 0 et choisissonsR > 0 tel que
Z
lim sup d(xo;x)Pd (!;x)
7 f d(xo0;:)>R g

et d(xo; x)Pd (! ;x)

f d(xo0;:)>R g

Pour chaqueindice , soit la mesurede Youngdonneepar le lemme/1.5.8
avecc = d” et R celle obterue pour ¢ = d. On a alors, en notant B la
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boule fermeede certre xo et derayon R, on a

. p
VRO
Z Z
= do;y)Pd  (1ixy) dx; y)Pd B (1xy)
T T TT
d'ou
. p
IO
7 ya
dr(x;y)°d % (1ixy) + dix;y)"d ' (13xy)
Z T T Z B B¢
+ dix; y)Pd R (1x;y) + dix; y)Pd ® (1xy)
ZC B BC BC
RP ! dr(y)d & (1;xy)
z T Z
+ 2P d(xo;y)Pd R (1;xy) + 2P d(x; xo)Pd R (1:x;y)
ZB B¢ B¢ B
+ 201 (d(Xo; Y)P + d(x; x0)P) d R (1% y)
BC BC
1;dr) . )
—KR ’ Z

+ 2 d(xo;y)Pd (!3y) + 2

B
@V )2

On en deduit I'implication voulue d'apres(1.5.9.
3) [4 Immediat par troncation.
4) [2 1l sut d'appliquerid avecf (x) = d(xo;:)". ]

d(xo;x)?d (%)
BC

Mesures de Young d'ordre 1 et distance de Wasserstein param etr ee

Dansle casp = 1, le theoremede dualite de Kantorovich{Rubin stein per-
met une autre expressiondes semidistances ”(; ) (d 2 D). Rappelons
d'abord un resultat celebre, sousune forme legeremen moins generale que
celledonneepar Levin [Lev84 (voir aussi[RR98, Theorem4.6.6]).

Th eoreme (th eoreme de dualit e de Kan toro vich{Rubin stein) On
supmsequeT estsouslinienregulier.Soitc: T T! [0;+1 ] une applica-
tion mesumble.Pour (; )2 P(T) P(T), on note

O )= sup ((F)  (f))

f2Lip ¥
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ou
LpP =fu2 G(T); Bxy2 T) jux) u(y)j cxy)g:
Alors 2 (; )= ©¢; )pourtout ; 2 P(T) si et seulementsi

(1.5.10) (8y2T) c(x;y) = sup ju(x) u(y)j:

u2Lip©

Toute fonctionc : T T ! [0;+1] veriant (1.5.1Q est semicorti-
nue inferieuremen, puisqueelle estle suprenum d'un ensenble de fonctions
cortinues.Toute semidistancecortinue c sur T veri e (1.5.10Q [RR98, Corol-
lary 4.5.7].Si T estcompact,toute semidistancesemiconin ue inferieuremer
csurT verie (1.5.10 [RR98 Remark 4.5.6].

Le resultat ci-dessougrovient de [DPRdF]. On note

Z
Yo( SEPT)=f 2, c(x;x0)d (!;x) < +1g
T

OU Xo estun element x ede T (d'apres(1.5.10 cette de nition ne depend
pas du choix de Xp). On note egalemen Li_p(c) 'ensenble desintegrandes

mesurablesf : T! Rveriant f(!;:) 2 Lip(Tc) pourtout ! 2 . On
poseenn, pour ; 2 Y}

_9G )= sup ((F) O (F)):

f2|_i_p(0)

Th eoreme 1.5.9 (th eoreme de Kan toro vic h{Rubin stein param etr e)
On supmsequeT estsouslinienregulier.Soitc: T T! [0;+1 [ veriant
1.5.10. Soient ; 2 YL Soit 2Y( ;F ;P;T T)commedanslelemme
1.5.8 Ona
z
()= dayd ey = 06 )

T

En particulier, siF = F ,ona 2 D(; ), donclinmum dansla

de nition de {2 (; ) estatteint,

Ce theoreme a des applications en dehorsdu casou c est une semidis-
tance cortinue : on trouvera par exempledans [DPRdF] une application au
couplagede variables aleatoires,danslaquelle c est la distancediscrete.

Corollaire 1.5.10 SiT estsouslinienregulier, la topologie ., dela conver-
gene® en moyenneestinduite par les semidistan(es_(Ld) (d2 D).
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1.5.3 Produit br e de mesures de Young

Soiert S et T des espacescosmiquesregulierset soient 2 Yg4( ;9
et 2 Yq4( ;T). On appelle produit bre de et la mesurede Young
2 Yq4( ;F;P;S T) denie par

( _ = !

pour tout ! 2 . Cette de nition estcohererte car, d'apresl'hypothesesur
SetT,onaB (S B(T)=B (S T).

Le theoremesuivant a une longuehistoire et de nombreusesapplications
[Fis70, Bal88, Val9og, Val94, Tat02]. On en verra une application dansla sec-
tion Danstous lesatrticles citesci-dessuqsauf[Tat02]), ( ) cornverge
de maniere W-stable vers une mesurede Young degeneree. Mais, d'apresla
partie [3/du theoreme1.5.4 cette hypotheseest cortenue dansl’hypotheselb
ci-dessous.

Th eoreme 1.5.11 (th eoreme du produit br e)

1. SoientS et T deses@eescosmiques.Soient( ) ,a et( ) »a dessuites
generaliseesdansYy(S) et Y4(T) respctivement(avec lesmémesindices).
Supmsonsque

1a. () oA convelgede maniere W-stablevers 2 Yy(9),
1b. () 2a convemeen prokabilite vers 2 Yq4(T).
Alors () 2a convelgede maniere W-stablevers

2: Sideplus( ) convemeen prombilite, alors( ) convege en
prokabilite vers

3: Soitp 1. On supmwseD Itr ant croissant. La topologie de T T est
doncde nie par la famille B de semidistanes&(x; x9; (y;y9) = d(x;y)+
d(x%y9 (d2 D). Si( ) convemgepour .} (resp.pour y.,) vers etsi
() convemlge pour 5;0 vers ,alors( ) converlge pour y;g (resp.
pour v.p) 0 g Vers

La demonstrationdesparties/l/et2 estdonneedans[CRdFV04] et reposesur
lescaracterisationsdescorvergencegpour ' et $r°b al'aide desintegrandes
lipschitziens : theoremel1.2.1, proposition[1.2.2 et theoreme1.5.1 La partie
3 s'endeduit immediatemen, enveriant que( ) estasymptotique-
mert uniformemen p{integrable.
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1.6 Applications en theorie des probabilit es

Deux applications desmesuresde Young sort preseneesici. La premiere
utilise le critere de compacite de Prokhorov pour de nir une solution faible
pour une inclusion di erertielle stochastique. La deuxieme fait appel au
theoremedu produit br e pour demortrer un theoremede la limite certrale
pour un nombre aleatoire de vecteursaleatoires.

1.6.1 Solutions faibles d'inclusions d'evolution stochas-
tiques

Les mesuresde Young fournissert un moyen asseznaturel de construire
dessolutions \faibles" (au sensprobabiliste) d'equationsdi erertielles sto-
chastiques.C'est en groslideequi esta |' uvre dansla notion de solution-
mesue chez Jacad et Memin [JM81b], et les mesuresde Young ont ete re-
inventeesdans ce cortexte par Pellaumail [Pel81h Pel81g sousle nom de
regles.Voici un exemple,tir e de [JKRdFO05].

Danscequisuit, T 2 ]0;+1 [estunhorizon x eetF= ( ;F;(Fy)o ¢ 1;P)
est une basestodastique veri ant les conditions habituelles. On se donne
deux espacesle Hilbert separablesH et U et un (F;){mouvemert brownien
W (ewertuellemert cylindrique) U. Soit L I'espacedesoperateursde Hilb ert{
Sdmidt de U dansH. On consicere le problemede Caudy

dX; 2 AX + F(t; X) dt+ G(t; X) dW(t)
X (0) =

ou X estavaleursdansH, A estun operateur lineairesurH et F et G sort
des applications mesurablesa valeurs cornvexescompactes,respectivemen
dans H et dans L. On se donne une fois pour toutes un nombre p > 2.
Pour tout t 2 [0; T], NP(F;[O;t]; H) designel'espacedes processuscortinus
(Fy){adaptesX a valeursdansH tels que

(1.6.1)

kX kP

NpEoH) = B SUPKX(9)k] < +1:

0 st

Si E est un espacede Banad, on note K, (E) I'ensenble des compacts
corvexesnon vides de E, et Hausd: la distance de Hausdor sur K. (E)
(la de nition de cette distanceestrappeleepage40). On sedonneegalemen
les hypothesessuivantes.

(HS) A engendreun semigrouge (S(t)), , de classeG. En particulier, il
existeM > 0et 2]1 ;+1 [telsque,pourtoutt O,

(1.6.2) kS(hk Met:
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Pourt 2 [0; T], on note M = sup, ; {MeS.
(HFG) F : [0;T] H! K, (H)etG: [0;T] H! K,(L) sort des
applicationsmesurablesveri ant lesconditions (i) et (ii) ci-dessous.

(i) 1l existe une constarte Ciss > O telle que, pour tout (t; x) 2
[0;T] H,

Hausdy(0; F (t; X)) Ceroiss(1 + kxK);
Hausd (0; G(t; X)) Coroiss(1 + kxkK):

(i) Pourtout (t;x;y) 2 [0;T] H H,

(Hausdy(F (t; x); F(t; y))® Lt kx  ykP);
(Hausd (G(t; x); G(t; y))®  L(tkx ykP);

oul : [0;T] [O;+1 ]! [0;+1 ] estune fonction cortinue
donreetelle que

(a) pour tout t 2 [0;T], l'application L(t;:) estcroissare et
concave,

(b pour toute application mesurablez : [0;T]! [0;+1 ] et
pour toute constarte K > 0, l'implication suivante est
vraie :

(1.6.3) z,
Bt2[0;T] z(t) K L(s;z(s))ds ) z=0:
0
En particulier, on a L(t; 0) = 0 pour tout t 2 [0; T], donc
(HFG)-(ii) ertra™e que, pour tout t 2 [0; T], les applica-
tions F (t; ;) et G(t; :) sort cortinues.Cetypedefonction L
est consicere dans, par exemple,[Yam81, Rod84, Man90,

AKP " 92 Tan92 Bar98, BB02]. On peut en trouver des
exempleconcretsdans[Har73 Section6 du Chapitre 3].

(H) 2 LP( ;FoiP ).

Rappelons(voir [DPZ92g DPZ92b]) que, sousl’hypothese(HS), il existeune
constarte Ccony telle que,pour tout processuprevisibleZ 2 LP( [0; T]; L),
on ait

(1.6.4)

Z, - z

t
E sup  S(s r)Z(r)dw(r) CeonvtP? TE  KkZ(s)KP ds:
s t 0 0
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Denition 1.6.1 Ondit qu'un processusX 2 N P(F;[0; T];H) estune solu-
tion d'evolution (forte) de (1.6.]) s'il existe desprocessusprevisiblesf et g
de nis sur F tels quel'on ait
8 Z t YA t
E X(t) 2 S(t) + S(t s)f(s)ds+ S(t  s)g(s) dW(s)
0 0
3 f(s) 2 F(s;X(s)) P-p.p.
" 9(s) 2 G(s; X (s)) P-p.p.:
On dit qu'un processusX est une solution d'evolution faible ou solution-
mesue d'evolution de (1.6.1) s'il existe une base stochastique F = (_;F;
(E)q; ) telle que
1. estdelaforme = °F =F F%pourunetribu F°sur ©
F,=F¢ FQpourune ltration cortinue a droite (FQ sur( %F9 et
la probabilite verie (A 9 = P(A) pourtout A2 F,
2. le processudVN estun mouvemert browniensur F (on iderti e ici toute
variable aleatoire X de nie sur avecla variable aleatoire (! ;! 9 7!
X (1) de nie sur ),
3. X 2 N2(F;[0; T]; T) et il existedesprocessugrevisiblesf et g de nis
sur F veriant (1.6.5.

Lesquali catifs \fort" et\faible" sort donca prendreau sensprobabiliste.La
terminologie solution-mesue est cellede Jacad et Memin [JM81b]. Si F % est
la tribu borelienned'une topologiesur ° on peut voir une solution-mesure
commeune mesurede Young : c'est le point de vue adopte par Pellaumail
[Pel81h Pel814.

Th eoreme 1.6.2 SousleshypmtheseqHS), (HFG) et (HI), l'inclusion (1.6.1)
admetune solution d'evolution faible.

(1.6.5)

Dans le casou H et U sort de dimension nie, une adaptation facile de
la preuve de ce theoremeet ['utilisation du point de Steiner montrent que
admet une solution d'ewolution forte.

Id ee de la preuv e du th eoreme Onnote I'applicgtion qui, atout
processusdapte X atrajectoirescortinuesdansH tel queE OT kX (s)kP ds <
+1 , assaie I'ensenble desprocessugie la forme

Z t YA t

S(t) + S(t s)f(s)ds+  S(t  s)g(s) dW(s);
0 0

ou f et g sort desselectionsprevisiblesde (! ;t) 7! F(t; X (! ;t)) et (! ;t) 7!
G(t; X (! ;1)) respectivemen. Soit C([0; T]; H) I'espacedesapplicationscorti-
nuesde[0; T] dansH. La preuve du theoremel.6.2reposesur lesdeuxlemmes
qui suivert.
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Lemme 1.6.3 Soit un ensemblede processuscontinus (F){adaptes sur
H. On supmsequechaqueelementde appartient a LP( [0;T];H) etque

, en tant qu'ensemblede variables aleatoires a valeurs dans C([0; T]; H),
est tendu. On supmwse de plus que G verie (HFG)-(i). Alors () estun
ensembletendu d'e'lementsaleatoiresde C([0; T]; H).

Si(E; d) estun espaceametrique et E, ondit qu'unepartie °deE est
un {resaude sionainfy, d(X; 9 (donc “n'estpasnecessairemdn
cortenu dans ). Soit une partie de N P(F; [0; T]; H). Pour tout s 2 [0; T],
soit ¢ NP(F;[0;s];H) I'ensenble desrestrictions a [0; s] d'elemerts de .
On note

()( s):=inff >0; shasatight {netin NP(F;[0;s];H)g:
L'ensenble estdonctendu si et seulemensi ()( T) = 0.0n note

O =0 &X)Ng s 7°

La famille ( (X)(s)), s 1 estappeleemesue de non compacite de (sur le
sujet desmesuresde non compacite, on peut consulter [AKP * 92, KOZ01)).

La preuve du lemme ci-dessouss'inspire de [AKP * 92, Lemma 4.2.6] et
fait appel au lemme(1.6.3

Lemme 1.6.4 Soit une partie borneede N P(F;[0; T];H). On supmseque
I'nypothese(HFG) estveri ee.Alors on a
YA t
°C Xt k L(ss P())(s)ds

0

pour une constantek qui ne dependquede T, p, Mt et Ccony.

Premiere etape de la preuvedu theoreme1.6.2 On commencepar cons-
truire suivant le schemade Tonelli une suite tendue (X,,) de solutions ap-
prochees: pour chaqueertier n 1, on de nit un processus®, sur[ 1;T]
par enposart X,(t) = Osit Oet, pourtoutt O,

VA t Z t

)=S0 + St (s )fa(s)ds+

St (5 2)on(s) dW(s);
0

0

oufp: [0;T]! Hetg: [0;T]! L sort desprocessusprevisibles
et

fn(s) 2 F(s;®n(s 1=n)) P-p.s.et g.(s) 2 G(s;®R,(s 1=n)) P-p.s.
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On posealors X (t) = pourt 1=net, pourt 2 [1=n;T],

Xn(t) = Ro(t  1=n)
t 1=n Zt 1=n
=St 1=n) + S(t s)fp(s)ds+ S(t  s)gn(s) dW(s):
0 0
Un calcul faisart appel a (1.6.2, (1.6.4 et au lemme de Gronwall montre
que (X,) estborne dansLP( [0; T]; H). Ensuite, a lI'aide du lemme[1.6.4
on obtient
Z t
( ([afXa@M)” MP ([a ( Xa)(1)® M7k . L (s; P([ nfXnQ)(s)) ds:
On conclut en utilisant que (X,) estun ensenble tendu d'elemeris
aleatoiresde C([0; T]; H).

Deuxiemeetape dela preuvedu theoremel.6.2 On construit maintenant
une solution faible d'ewlution de (1.6.7).

D'apres le critere de compacite Prokhorov pour les mesuresde Young
(proposition[1.3.6 et lemme[1.3.2), on peut extraire une sous-suitede (X )
qui corvergede maniere S-stablevers une mesurede Young 2 Y( ;F;P;
C([0; T]; H)). Pour simpli er I'ecriture, on note encore(X,) cette sous-suite.

Il est commade de represeter la mesurede Young limite  par une
variable aleatoire de nie sur un espaceprobabilise etendu. Soit C la tribu
boreliennede C([0; T]; H). Pour chaquet 2 [0; T], soit G la sous-tribu de C
engendee par C([0;t]; H). On de nit une basestochastique (_;F; (F):; )
par
= C(0;T;H); E=F C E,=F G

et ondenit X; sur__ par X; (! ;u) = u: Il estimmediat que a pour
margelL (X3 ) surH et que X; est(F,){adapte. LesvariablesaleatoiresX,
peuvernt &tre consicereescommede nies sur _, ennotant X (! ;u) := X,(!)
(n 2 N): De plus, X, est(E,){adapte pour chaquen, et W est (E ;){adapte.
D'apresune versiondu theoremede Komlos pour les mesuresde Young due
a Balder [Bal89g Bal9(], on peut extraire de toute sous-suitede (X,) une
sous-suite(X ) qui K-convergevers , c'est{a{dire que I'on a, pour toute
sous-suite(X %Y de (X 9),

etroitemeT t

1 P-S.

X
n i=1

(ou! 7! , estla desirtegrationde ). Cecienra™e que, pour tout A 2 G,
I'application ! 7! , (A) estF{mesurable.On endeduit facilemer que,sous
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la probabilite , W esta accroissemets independarts et doncque W estun
processugqF ;){brownien.

Pour obtenir (1.6.5), on choisit dessolutionsparticulieresf , et g,. D'apres
un resultat de Kucia [Kuc98], on peut trouver desselectionsmesurabled et
g de F et G respectivemert telles que f(t; :) et g(t; ;) soiert cortinuespour
chaquet 2 [0; T]. On note N = N[ flg et on pose,pour chaquen 2 N et
chaquet 2 [0; T],

fn(t) = f(t; Xn(t)); O (1) = o(t; Xn(1));
Z t 1=n Z t 1=n
Zy(t) = Xp(t)+S(t) + S(t s)fn(s)ds+ S(t s)gn(s) dW(s)
0 0

(avecl=1 := 0).Lasuite(X,;W,;f,;g,) corvergeenloivers(X, ;W;f1 ;01 )
dansC([0; T];H) C([O;T];U) LP([O;T];H) LP([O;T];L). En utilisant I'hy-
pothesep > 2, on morntre que,pour chaquet 2 [0; T], la suite (Z,(t)) corverge
en loi vers Z; (t). Mais d'autre part il decoulede (HFG)-(i) et du fait que
la suite (X,) estborneedansLP( [0; T];H) que Z,(t) corvergeversO en
probabilite. Pour tout t 2 [0; T], onadoncZ; (t) = 0 p.s.CommeZ; esta
trajectoirescortinues,celaentramequeZ; = 0p.s.DoncX estunesolution
faible d'ewlution de (1.6.7). B

Une solution d'ewlution forte de (1.6.1) a ete obtenue par Da Prato
et Frankowska [DPF94] dans le casou F et G verient une condition de
Lipschitz par rapport a la deuxiemevariable. Cette condition est nettemert
a aiblie dansle theoremel.6.2preseneici. En revande, nousavonssuppose
lesapplications F et G deterministeset a valeurscorvexescompactes,alors
guedans[DPF94] ellessort aleatoireset a valeursfermeesnon necessairemen
bornees.

1.6.2 Un theoreme de la limite centrale

Dans cette partie, E est un espacevectoriel topologiquelocalemen con-
vexe. On supposede plus que E est lusinien, c'est{a{dire qu'il existe une
topologie polonaisesur E plus ne que la topologiede E. On sedonneune
'guite (Xn)n de vecteurs aleatoiresde E. Pour tout n 1, on note S, =

L, Xi. On sedonneegalemen une suite (C,), dans]0;+1 [ veri ant

Cnm

(1.6.6) ImC,=+1 et lim 1 = O pourtout m xe.
n n

n
1 .
Par exemple,C, = . corvient pour > 0.
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S . .
Pour tout n 1, onposeZ, = C—” On dit que (X,) veri e le theoreme

de la limite centrale (TLC) (pour Iansuite C,) s'il existe une probabilite
sur E telle que (L (Z,)) corvergefaiblemert vers . On dit que (X,) verie
le theoreme de la limite centrale stable (TLC stable) (pour la suite C,)) s'il
existeunemesuredeYoung 2 Y telleque(__ ) corvergevers pour y'.Le
TLC stable ertra™e doncle TLC, mais par ailleurs on peut souwert deduire
un TLC stable d'un TLC : supposonspar exempleque (X ) soit une suite

-melangeate et que, pour tous n et p, S, ait la mémeloi Sp,,  S,. Alors,
si (L (Z,)) cornvergefaiblement versune probabilite , on montre facilemen
que (_,, ) corvergeversP pour V.

Nous nousinteressonsci au TCL pour un nombre aleatoire de vecteurs
aleatoires,c'est{a{dire a la convergencestableou enloi de(Z ), ou ( ) est
une suite d'entiers qui corvergeen probabilite vers+ 1 . Nousallons prouver
un resultat de ce type pour une version plus forte du TCL, appelee TCL
fonctionnel. Dans ce cadre, le theoreme([1.5.11 sur le produit br e permet
de reinterpreter dans un cadre topologique gereral les ideesde Billingsley
[Bil68, Section17], dewveloppeespar Fischler [Fis7§ puis Aldous [Ald78].

Auparavant, quelquesnouwellesde nitions sort necessairesOn appelle
esm@ce de Skoiokhal et on note D (R*; E) (ou simplement D) I'ensenble des
applications de R* dans E qui sort cortinues a droite et ont en chaque
point une limite a gaudie. On munit D(R™;E) d'une topologie separable
completemen reguliere appelee J; que I'on peut de nir de la maniere sui-
vante. Soit D une famille de semidistancesjui de nissert la topologiede E.
On assaie a chaqued 2 D une semidistance& sur D (R* ; E) de sorte que

1. la topologie J; sur D est de nie par I'ensenble de semidistances8 =
f8;d2 Dg,

2: pour toute suite (Fy)non dans D et pour tout d 2 D la suite (Fn)n2n
corvergedans (D; & vers une limite F 2 D si et seulemen s'il existe
une suite (up)n de bijections cortinuesde R* dansR* qui corvergeuni-
formemen sur lesparties borneesde R™ versl'application identique Idg+
et telle que (F, u,) corverge vers F d{uniformemer sur les parties
borneesde R*.

Cette topologie est une variante, due a Lindvall dansle caskE = R, dela
topologie J; de Skowokhal ([Lin73], voir aussi[Jac89). La gereralisation a
un espacecompletemern regulier E est due a Mitoma [Mit83] et Jakubowski
[Jak8g. On morntre [CRAFV04, Lemma 9.4.4] que, comme E est lusinien,
I'espaceD estsouslinien.

Un sous-espacénteressah de D(R*; E) estI'espaceC(R*;E) (ou sim-
plemen C s'il n'y a pasd'ambigwte) desapplications cortinuesde R*™ dans
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E. La trace de J; sur C est la topologie de la corvergenceuniforme sur les
parties borneesde R* . Toutefois,C estdensedansD pour J4, alorsquec'est
un sous-espacéerme de D muni de la topologiede la corvergenceuniforme
sur les parties borneesde R*. On retrouve ainsi une situation senblable a
celledu sousespacd.® de Yy, qui estdensedans Yy pour la topologiestable
mais ferme pour la topologiede la convergencesn mesure,alors que cesdeux
topologiesont la mémetrace sur L° (voir la remarquell.5.5 page22).

Avec les notations (X,), (Snh), (C,) et (Z,) precederies, on de nit une
suite (G,,) d'elemerts aleatoiresde D enposar, pourtout n  1,tout! 2
ettout t 2 R™,

S[nt](! )

Gn(!;t) = Ga(1)(1) = c,

ou [nt] designela partie ertieredent. On dit alorsque(X,) veri e le principe
d'invariance ou theoremede la limite centrale fonctionnel (pour la suite C)
si(Gp)n convergeenloi dansD (R*; E) versuneprobabilite 2 P(D(R™;E)).
On adoncalorsL(Z,) = L(Gn(:;1)) ! 1, 0u ; estlimage de parla
projection F 7! F(1) deD surE.
Sideplus la corvergencede (G,,) vers eststable, c'est{a{dire s'il existe
2 Y( ;F:P;D(R*;E)) tel que

W-stabIF
—Gn -

on dit alors que (X,) veri e le principe d'invariance stableou theoreme de
la limite centrale fonctionnel stable(pour la suite C,,).

Theoreme 1.6.5 (TCL fonctionnel stable pour un nombre aleatoire
de vecteurs aleatoires) Avec lesnotations (X,), (Sn), (Ch), (Z,) et (Gp)
precedentes,et en supmsant toujours que E est lusinien, soit > 0 et sup-
posonsqueC,, = n pour chaquen 1. Soient une variable alatoire reele
telle > 0 p.s., (an)n une suite de nombres dans]0;+1 [ convelgent vers
+1 et ( ,) une suite de variables aleatoires a valeurs dans ]J0;+1 [. On
suppsede plus que
(& (Xp)n 1 verie un TLC fonctionnel stable : il existe 2 Y (D(R*;E))
tel quel'on ait
Gn W-stabI.F

(D)

_I"I probabili(I e |
an
On a alors
G W-slabIF

n
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La preuve est tressimple dansle casou ( ,) estindependart de (X,), et
dansce casl'hypothese(b) peut tre remplaccepar , "™ “+1 .

Id ee de la preuv e. Posons,pour chaque (! ;t) 2 R* et pour chaque

n 1,
n(!)
an

n(t) = etFa(f;) = Fa(1)(M) = n(h)t:

On remarqueque chaqueF, prend sesvaleursdansla partie C§ deC formee
desbijections cortinuesde R* dansR*.
Donnonsnousune suite (k,), dansN telle quelim, k,=a, = 1. On a

Stamu) o A2 ki)

n (1) ()

an n

G, = = (Fn(1); Gk, (1) 1= (1));

ou estl'application

C; D R! D
(F;G; ) 7" G F:

Onveri e [CRAFV04, Lemma9.4.7]quel'application ainside nie estcorti-
nuel Or la suite ( n)n corvergeen probabilite vers et (F,), corvergeen
probabilite vers|'elemen aleatoireF deCj; D(R*;R*) de ni par

F(';)= (1)t

On en deduit, a l'aide du theoremedu produit br e (theoreme[1.5.1), que
la suite (( Fn; Gk, ;1= ,,))n 1 corvergede maniere W-stable versla mesure
deYoung °2 Y( ;F;P;D) telle que, pour presquetout ! 2 ,

= 1(ray @)= o ;00

ou, pourtout >0, : D! D estlapplication de nie par
1
(G)(t) = —G(t)

tout G2 D ettoutt 2 R*.

3 L'interet deselimiter aCJ pour premierevariable estque, sur cet espace)a topologie
de la corvergenceuniforme sur les parties borneesde R* (donc la topologie J;) cencide
avec la topologie de la corvergencesimple [CRAFV04, Lemma 9.4.6]. De plus, si une
suite (F,) corvergedans C} vers une limite F 2 CJ , la suite (F,, 1) des applications
reciproquescorvergeversF ! dans Cé .
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Pour prouver le theoreme, il reste seulemeh a demorrer que lI'on a
0= . Ceciprovient [CRAFV04, Lemma 9.4.8] de la forme particuliere
des coe cien ts normalisateursC, = n . En eet, soit F 2 Cé de ni
par F (t) = t pour tout t 2 R*. Avec les notations precedernes, on a
(G) = (F ;G;1= ) pourtout G2 D.Donc estuneapplication corti-
nue. Soit

_ D ! D
- 6 (o (6):
L'application _ E Y( ;F;P;D)! Y( ;F;P;D) estdonccortinue pour
la corvergenceW-stable. Supposonsque = N soit un ertier. On a, pour
tout (! ;t) 2 R* et pour tout n 2 N,
1S !
V(G0 = - 0 < 6

Donc
=lim_g, = lim g, =1lm(y) o, = (n)():

ou lescorvergence®nt lieu dansla corvergencé/N-stable. On a donc,lorsque
2N,

(1.6.7) ( )]( 1)= 1 ps.

Il reste a montrer que reste vrai si I'on prend quelconquedans
]0;+1 [. On le verie d'abord pour = 1=N avecN 2 N , puis pour pour
rationnel, puis on obtient le casgenreral par cortinuitede 7! (G) pour
tout G2 D.

[]
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Chapitre 2

Autour de la lol forte des
grands nombres

DansI'etude desmesuresde Young, les seulesintegralesque nous avons
ervisageesetaiert les integralesde fonctions a valeurs reelles.Nous nous
interessongci, atraversl etudede la loi desgrandsnombres,a desintegrales
plus exotiques: integrale de fonctions a valeurs dans un espacemetrique
(section(2.7), puis integralede Pettis pour desfonctions a valeurs dans un
espacevectoriel topologiquelocalemen corvexe (section2.2).

2.1 Moyenne et loi des grands nombres dans
un espace metrique

Barycen tre au sens de Herer

Plusieurs de nitions ont ete proposeespour l'esperanced'une variable
aleatoirea valeursdansun espacemetriqgue M : Fredhet [Fre4d en1948,Doss
[Dos49 en 1949, (voir aussi[Dos64, [Ben6d, [Her83, [Her9]] et [BHL93]),
Herer [Her8g en 1988 pour les espacesdits \a courbure negative" (voir
aussi [Her] et [Her9), plus recemmen Heinich et Essahib [ESH9] puis
K. T. Sturm [Stu0Z. Une esperancepour desvariables aleatoiresa valeurs
dans une variete di erertielle V munie d'une connexiona ete de nie par
Emery et Mokobodzki [EM91], puis une autre par Picard [Pic94]. Dans ces
de nitions (sauf [Pic94, ESH99 Stu02), I'esperanced'un elemert aleatoire
estun ferme de M ou de V, non necessairemdnreduit a un point.

Lorsque I'on sort du cadre habituel des espacesvectoriels, on peut se
demanderquellesproprietes doit veri er un objet mathematique assie a
une classed'elemerts aleatoiresd'un espacemetrigue M pour \m eriter” le
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nom d\esperancemathematique”. Une condition quel'on pourrait exigerest
certainemen que cet objet cencide avec I'esperancemathematique usuelle
(disons,de Bochner) lorsqueM estun espacerectorielnorme. D'autres condi-
tions interessates sort que cet objet veri e le theoremede corvergencedo-
minee,le theoremede Fubini ou la loi desgrandsnombres. Touteslesnotions
de barycertre evoqueesplus haut veri ent la premierecondition. La situation
est plus compliquee au regard des autres conditions. Le probleme de savoir
si I'esperancede Dossveri e la loi desgrandsnombres est toujours ouvert.

Nous nous interessondci a I'esperancede Herer et a la loi des grands
nombres. Commerconspar la construction de cet objet. La presentationqui
suit est un peu di ererte de celle de Herer [Her88 Her97 et de celle de
[RAF97]. Dans ce qui suit, M estun espaceametrique, et on noterad(x;y) =
[X; y] la distanceentre deux points X ety de M. Si A et B sort deux parties
de M, on notera egalemen [A; B] la distanee de Hausdor enre A et B,
c'est{a{dire

[A; B]

max supd(x; B);supd(y;A)
X2A y2B

supjd(z;A) d(z;B)j
z2M

([Cor73, x 2, def. 1.1. et prop. 1.2.).

Habituellemert, la construction de I'esperancemathematique d'une va-
riable aleatoire (disons,commeintegralede Riemann, ou de Lebesgueou de
Bochner) sefait en deux etapes:

{ une etape algebrique,ou I'on de nit I'esperanced’'une variable ne pre-

nant qu'un nombre ni de valeurs,

{ une etape topologique,c'est{a{dire un passagea la limite.

Dans le casd'un espacemetrique sansstructure vectorielle, I'id ee de Herer
[Her88 Her97 suit grossomodo ce schema. La premiere etape est realisse
d'une maniere iterative tres naturelle et suppose peu d’hypothesessur la
structure geonetrique de M : il sut que, pour tous points a et b de M
et pour tout t 2 [0;1], on puissetrouver c 2 M tel que [b;c] = t[a;b] et
[a;c]= (1 t)[a;b], ondit alorsque M est convexe C'est la deuxiemeetape
qui fera appel a la condition geonretrique de \courbure negative".

Premiere etape Commerconspar de nir la notion de conbinaison con-
vexe. Pour tous x et y dans M, et pour tous p; et p, dans[0; 1], tels que
p. + p2 = 1, on appelle combinaison convexe([Her8g, def.1) de x et y de
poids p; et p, I'ensenble (evertuellemert vide)

fz2 M; [z;x] = po[X;y] et [z;y] = puX;Ylg;
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quel'on noterap;x+ pyy. Cette de nition s'etendpar recurrencea un systeme
den elemeris (distincts ou non) X1p 11 Xn deM (n2 N;n  2) elg,den poids
P1;::i;pn positifsounulstelsque , ;, ,pi=1:onecriraz2 ;  PXi

! !
X X X X
z2 p PEx; + p Px;:
211 215 . 1pi i21, 12|2i2|2pi
Ainsi, dansla gure 2.1, la combinaison corvexede (X; p1), (Y;p2) et (z; ps)
est formeedespoints

K= Pk (L Pyt )
V= Py (@ pAox* T2
2= psz+ (1 P X+ —2y)

1 ps 1 ps

(on a suppose dansla gure gue la combinaison cornvexe de deux elemerns
est toujours reduite a un seul point).

pP1X + P2y

Fig. 2.1{ combinaisoncorvexede (X; p1), (Y;p2) et (z;ps3)

On voit quel'on a, par exemple,

%X + %X t P2y + Pz PiX + P2y + PsZ:

Qn appelle barycentre du systemede points ponderes(X;;pi)1 i n €t on note
1 i nPiXi l'adherencedans M de la reunion de toutes les combinaisons
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P
corvexesdelaforme ;,, gy; ouJ estunensenpe ni, y; prendsesvaleurs
dansfxq;:::;Xn0 et, pour tout i 2 f1;:::;ngq, y=xi & = pi:PSi est la
probabilite | ;  pi x (ou 4 designéla massedeDirac enx;), , ; ,PiXi
est appele le barycentre de , cequi s'ecrit

bar = L npixi:

71
70
69 1

68

67

108 110 112 114 116
Fig. 2.2{ barycertre au sensde Herer de trois points du plan hyperbolique

La gure [2.2 donne un exemplede calcul approche de l'isobarycertre
despoints x = (100, 10), y = (100,200) et z = (200 100) dans le modele
de Poincare (demi-plan superieur) du plan hyperbolique. Les sommetsdu
triangle hyperbolique bleu sort lestrois elemeris de la combinaison corvexe
de (x; 1=3), (y; 1=3) et (z;1=3). Les points rougessort les elemers de la
combinaison corvexe

}X+ :_Lx+ :_Lx+ }y+ }y+ }y+ }Z-}- }Z+ }Z:

9 9 9 9 9 9 9 9 9
Cette combinaison corvexe cortient 8483points : chaguepoint estassaie a
un arbre a 9 feuilles, mais de nombreux arbressort assa@iesau mémepoint,
car le barycertre de deux points est commutatif et, de plus, le barycertre de
(x; ) etde(x; ) vaut x.
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Comme le barycertre est un espacecorvexe pour la metrique induite,
il seraitinteressah de pouvoir determiner sespoints fronti ere ou sespoints
extrémaux pour diminuer la taille descalculs.

Deuxieme etape Il reste a etendre cette notion de barycerre aux me-
suresdi uses sur M. On dit que I'espacemetrique corvexeM esta courbure
negative ([Her8g, [Her92, voir aussiles de nitions de Busemann[Bus4g,
[Bus59 et de Gromov [Gro75, Gro99) si pour tous x; y; x%y°2 M, p 2 [0;1],
z2px+ (1 pyetz°2px°+ (@1 py’ona

(2.1.1) ;29 px;x9+ (1 p)ly;yd:

On veri e facilemen que la regionsimplemert connexedu plan represenee
sur la gure munie de la distance geadesiqueest un espacea courbure
negative (rappelonsquela distancegeadesiqueentre deux points d'une partie
B du plan euclidien est egalea la longueur pour la distance euclidiennedu
plus court chemin cortenu dansB reliant cesdeux points) .

Fig. 2.3{ un espacea courbure negative

Busemann[Bus4§ a prouve en 1948que les varietes riemanniennessim-
plemert connexesmuniesde leur distancegeadesique,sort desespacesne-
triques a courburenegative (au sensdela de nition ci-dessuski et seulemenh
si leur courbure sectionnelleest negative. D'autre part, les espacedde Ba-
nad strictemert cornvexessort egalemeh desespacesnetriquesa courbure
negative. Or, d'apresun resultat de Clarkson[Cla36], tout espacede Banadh
separable peut etre muni d'une norme equivalerte qui le rend strictement
corvexe. De plus, dans un espacede Banatgh strictemert corvexe, la com-
binaison corvexe (au sensde ni ci-dessus) ,, PiX; a pour unique elemern
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la combinaison lineaire habituelle (au sensalgebrique) desx; avecles coe -
cierts p;, qui, elle,ne depend pasdela norme. |l s'ensuitquelesresultatsque
nous presemnons ici pour les espacesnetriques separablescompletsa cour-
bure negative gereralisent lesresultatsanaloguesour lesespacesle Banad
separables,obtenus en prenart (par exemple)a = 0 et en remplacant, pour
tout x 2 M, la distance[a;x] par la norme kxKk.

On supmsea desormaisque M est a courbure negative.Cette propriete
permet de prolonger par densite la de nition du barycertre. On remarque
d'abord que, si (X;)i2; et (x9;2; sort deux familles nl'ges de points de M et
si (pi)i21 estune famille d'elemerts de [O; 1] telle que ,,, pi = 1, alors

! #
X X X

(2.1.2) pPXi; P} pi[xi; x7):

i21 i21 i21
Pour ; 2 P(M), rappelons(voir page23 quel'on note
D(; )=f 2PM M), ¢ M)= et (M )= g

Appelonsprolabilite integrablesur M toute mesurede probabilite 2 P(M)
veri ant Z

[a;:]d < +1
M

pour un a2 M (ou, cequi reviert au méme,pour tout a 2 M). On notera
P1(M) I'ensenbles des probabilitesintegrablessur M. On munit P*(M) de
la distance de Wassestein de nie par
Z
X = inf xX;yld (X;y):

wi )=t beyld (6y)
Notons P*(M) leselemeris de P(M) qui sort desconmbinaisonsconvexesd'un
nombre ni demassesleDirac. On adoncP®(M)  P(M), et de plus P¢(M)
estdensedansP*(M) pour . Or ondeduit facilemen dela formule
que

(8, 2P%M)) [bar; bar ] w(; ):

L'application 7! bar de nie sur P(M) etant lipschitzienne pour et
la distancede Hausdor , on peut donc la prolonger par cortinuite a P*(M).
C'est ce prolongemen que I'on appellera barycentre (au sensde Herer). On
obtient ainsiimmediatemen la propriete fondamenale

(2.1.3) 8: 2PY(MW) [bar ; bar ] w(; ):
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Lois des grands nombres dans un espace metrique

Loi forte des grands nombres a la Cuesta et Matr an Cuesta et
Matran ont prouve de deux manieresdi erertes, dans [CM88] et [CM92],
une loi forte desgrandsnombres tresgenerale pour deselemers aleatoires
d'un espacede Banat separable.Chacunede leurs deux methodess'adapte
au casde points aleatoiresde M, moyennart quelqueschangemeits mineurs,
dont le principal estle remplacemen de kxk par [a; x]... La premieremethode
utilise une gereralisation par Blackwell et Dubins [BD83] du theoreme de
Skorokh, tandis que la deuxiemefait appel aux proprietesde la distance
de Wassestein. On obtient ainsi le theoremetr esgeneral ci-dessous.

Th eoreme 2.1.1 (Loi des grands nombres a la Cuesta et Matr an)
Soit (X)), 1 unesuite de points aleatoiresintegrablesde M. On sedonnear-
bitrairementun point a de M et on supmsequelestrois conditions suivantes
sont realisees. |

X 1 '
(i) La suite o L (Xj) esttendue(on note L (X) la loi d'une va-
1in
riable aleatoire X)) ;
(i) la suite ([a;X,])n Vverie la loi forte desgrandsnombres:

X 1
ps. SaXi(t] I 0

. n!l
1 i

(iii) lapplication x ¢! [a;x] est uniformemen integrable par rapprt a
X
% L (Xj) , cest{a{dire

1in n
|
lim sup [a;x]d —L(Xj)) xX)=0
Pl i g 1inl
z
(ce qui revienta |Iir+nl sup [a;X;]dP = 0).

n o flaxil> g

'La demortration de [BD83] comporte une faille, remarquee par P.A. Meyer, voir
[RAF97]. Toutefois le resultat e ectivemert demortr e par Blackwell et Dubins sut aux
besoinsde la methode de Cuestaet Matr an. Par ailleurs, une preuve complete du resultat
annonce dans[BD83] a ete apporteepar Fernique [Fer8§ par une methode completemert
di ererte.
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Alors
" 14
X 1 X 1
p:s. ﬁXi(!);bar HL(Xi) IO

. . n!l
1 i n 1in

Il est a noter que ce theoreme cortient la plupart deslois des grands
nombres conrues pour des vecteursaleatoiresBochner integrablesd'un es-
pacede Banadt separable(sanscondition geonmetrique sur I'espace),en par-
ticulier la loi des grands nombres d'Etemadi pour des vecteurs aleatoires
equidistribuesdeux a deux independarts.

La demonstration du theoreme2.1.1 sefait en deux etapes.La premiere
reposesur une versiondu lemme de Glivenko Cantelli [CM88, Theorem 2],
dont la forme la plus gererale (ci-dessousestdonneedans[CRdFO(]. On dit
quedeuxsuites(x,) et (y,) d'un espacdopologiqueT sort (topologiquement)
equivalentessi, pour toute sous-suite(x,,) qui corverge dans T vers une
limite x, la sous-suite(y,,) ayant les mémesindices corvergevers x et si,
pour toute sous-suite(y,, ) qui corvergedans T vers une limite y, la sous-
suite (x,,) corvergeversy. On dira en particulier que deux suites (P,) et
(Qn) dans P(T) sort faiblement equivalentessi ellessort equivalentes pour
la topologiefaible sur P(T). De méme,deux suites (P,) et (Q,) dansP'(M)
sort dites -equivalentessi (P,) et (Qn) si ellessort equivalertes pour la
topologieinduite par la distance 4y de Wassestein.

Lemme 2.1.2 (Gliv enko{Can telli) Soit T un espace topologiquetel qu'il
existeun ensembledenombableH de fonctions continuesborneesde T dans
R qui separe les points de T (c'est le cas si, par exemple,T est un esm@mce
cosmiqueregulier). Soit (X,) une suite d'elements aleatoires deux a deux
indergndantsde T denis sur ( ;F;P). On supmse que la suite (P,)n =
(1=np [,; L (Xi))n esttendue.Alors, P{presquesirement, la suite (Q;)n =
(1=n" 1, x,0))n esttendueet (P,), et (Q})» sontfaiblementequivalentes.

C'est en fait la seuleetape probabiliste. Dans la demonstration du lemme
intervient la loi des grands nombres pour des variables reelles(celle
d'Etemadi [Ete83 ou celle de Csergd{T andori{T otik [CTT83]), appliqueea
desfonctionsindicatrices de compacts.

La deuxieme etape utilise une caracterisation bien conrue [Rac89 de la
convergencepour la distancede Wassestein : on sait qu'une suite (P,) dans
P(M) corvergepour la distance  versune probabilite P si et seulemen
si (P,) convergefaiblemert vers P et, pour un point a 2 M (ou pour tout
point a 2 M), la fonction [a;:] est uniformemen integrable par rapport
a (P,). D'apres les hypotheses(ii) et (iii) du theoreme[2.1.1 la fonction
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[a;:] estuniformemert integrablepar rapport a (P,), = (1= nP i=1 L(Xi)n,
gt presquesoremert uniformemen integrable par rapport a (Q;,)n = (1=n

L1 x;(1))n- On en deduit que (P,) et (Q;) sort presquesiremert -
equivalentes. Le theoreme en decouleimmediatemen par application de la
propriete fondamerale (2.1.3.

Autre appro che : transp ort dans un espace de type ! Pour demon-

trer deslois fortes des grands nombres, on peut egalemeh commencerpar

approcher de maniere uniforme les points aleatoires de M par des points

aleatoiresd'une partie denonbrable denseD = fep;:::;&;:::gdeM : on

construit facilemen pour tout ertier N 1 une application N : M ! D

telle que[ N(x);x] 1=N pour tout x 2 M. D'autre part, toute probabilite
2 P(D) s'idertie aun elemen del'espace

X
S=f(p)2 (R)Y, p=1g
k=0
via la bijection ' : P(D) ! S denie par' ( ) = ( (e))x. Donnonsnous
unefois pour toutes un point ade M, quel'on supposerapour simpli er dans
M nD. Pour toute suite (ps) 2 RV, on note
X

k(pk, = Jpkjlased:
k2N

Soit "} I'ensenble dessuites (px) telles que k(px)k, < +1 . Commea 62D,
I'espace’} estun espacede Banac pour la normek:k,. De plus, on a

PY(D) =" (3\ S):

On mortre que l'espace’l\ S ainsi que satopologie induite par "} sort
independarts du choix de a 62D [RdF97, Proposition 2.1 et Remarque2.1].
LFappllcatlon gmetdetransporter sur PY(D) la metrique de "} : pour
= P e et = kpk e » ON pose
X
[0 la=kpe POk = i;c milased:
k
Le lemme ci-dessougnorntre que le barycertre est une application lipschit-
ziennesur PY(D) pour [:; a.

Lemme 2.1.3 Soient (pk)« et (pY)x deuxelementsde S et soit a un point
deM. On a
X X X
pea;  Pie P Pl [ared:
k k k
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Montrons sur un exemplecommert on peut prouver dans notre cadre
metrique, a l'aide desapplications N et' uneloi forte desgrandsnombres
conrue dansle cadredesespacesie Banad separables(celle ci-dessougpro-
vient de [BG70Q)).

Th eoreme 2.1.4 (lois fortes des grands nombres a la Beck et Giesy)
Soit (X)n 1 une suite independante de points aleatoires integrablesde M
veri ant |'une desconditions suivantes:

. 1 X _ X var]a; X

(i) lim = (Var[a;Xi])*? = 0 et varai Xal

nli n n2
1 i n n 1

+1

(ou, pour une variable aleatoire reele integmablef , Varf = E(f Ef)?),

y 1 X
(i) lim — esssupfa; Xi] = O:
n!l n .
1in
Alors
n !#
X 1 X 1
p:s. =Xi(!); bar —L (X)) o
) n . n n'1
1in 1in

Id ee de la preuv e.
Premiere etape : on supmseles X, a valeursdansD. Pour tout ! 2
tout n2 N ettout k 2 N on note

Yo (1) = e (Xn(1)) (.. Yo (') = 1si X,(!) = &, 0sinon),

X
Znx (1) = % Yik (V) = %CardfiZfl;:::;ng:Xi(!):@g;

i=1
puis, pourtout ! 2 ettout n2 N,
Ya(1)= (Yax(1 )k 2 5\ S
1 X a
Zo(t) = Znk( = - Vi) 2 5\ S
i=1

Notons encore,pour tout n 2 N et tout k 2 N,

Pk = P(Xn = &) = E Ynk;
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X 1 1 .
Gk = E —Yix = E —cardfi2fl;:::;ng=X; = &g ;
1in n n
et, pourtout n 2 N,
X 1
P = (Pok)k =" (L(Xn)) et oy = (Ghk)k =" ( ﬁL(Xi)) =EZ,:
1in
On veri e alorsque(Y,) satisfait la loi desgrandsnombresde Bed et Giesy
[BG7(Q], c'est{a{dire

pis. kZ, ks o
n!l
Or, d'apresle lemme2.1.3 on a
! # " #
1 X 1 X X
AXi(t)b( LX) = Znx (V)& Chik &
1in 1in k2N k2N
KZn  OhKa;

d'ou le resultat.
Deuxiemeetape : casgeneral. On montre quela suite (X)), = ( "(Xn))n
veri e leshypothesesdu theoreme.D'apresla premiere etape, on a donc

I#
. X 1x| | . b X 1|_ Xi | 0
p:s. on i(1); bar n i LY
1in 1 i n
Or ona
mn X X #
1 1 .
ﬁxi(!); | ﬁxil(!)
1in 1 i n X X
1 - 1 1
ZOX (1) X1 = - I
- Xi(h): Xi (M) ST 0
11in 110 n
et
" I I#
X 1 , X 1
bar =L X{ ;bar =L (Xj)
n n
1 i n 1 i n
X , X
EE XX } } I 0O
. n n . | nll
1in 1in
d'ou I'on deduit immediatemer le resultat. ]

49



Loi forte des grands nombres i.i.d. et theoreme ergodique Dans
le casde variables aleatoiresequidistribuees,la methode precedlgrte permet
d'obtenir un resultat falsErt intervenir lescombinaisonscorvexes

au lieu desbarycertres
est evidert, voir pageld2

Nous utiliserons egalemeh une notion de corvergenceplus faible : on
dira qu'une suite (F,) de fermesde M corverge au sensde Wijsman vers
F 2 F(M) si, pour tout a2 M,

1inn

10 n nX (). L'interet pratique dans les calculs

lim jd(a;F)  d(@;F)j = 0:

On ecrira alors
WUSMAN F

F
"o

(voir [Bee94 ou [Cor73 pour les proprietesde cette convergence).Ecrivons

egalemen

HAUSDORFEF
Fn " F
n'l

si (Fn) corvergeversF pour la distancede Hausdor .

Th eoreme 2.1.5 (th eoreme ergodique) Soit (X,) une suite stationnaire
de points aleatoires integrablesde M. Soit | la tribu desewnementsinva-
riants par (X,). Alors

X
ps. IXi() VPO bar(L (x,=1) (1)
1 i n
X
p.s. ﬁx (1) Y bar(L (xa=1) (1)
1 i n

Si, de plus, M est a boulesfermeescompactes,

X 1
=X (1
p.s. nX.(.)

1in

HAUSDORFF

bar (L (X1=1) (1)) :

Le dernierresultat, pour M a boulesfermeescompactesa ete obtenu par
Herer [Her9 dansle casou (X,) esti.i.d. (danscecasla limite estbien sr
barL (X,)).

La preuve du theoreme[2.1.5 repose sur un ra nement de la methode
precdemmen decrite d'approximation uniforme sur D (par les applications

N et transport dans". (par I'application ' ).

50

aXi(h)



2.2 Loi des grands nombres pour des fonc-
tions Pettis integrables

Il estbien conru qu'une suite independarte equidistribuee(X ), de vec-
teurs aleatoiresd'un espacede Banad veri e la loi desgrands nombres si
et seulemen si les X, sort Bochner integrables.Pour une suite (X,), non
necessairemdnequidistribuee, la plupart deslois fortes desgrands nombres
conruessupposert egalemen l'integrabilite au sensde Bochner desX ,,. La
loi des grands nombres preseiee dans cette section [CRAFOQ] etappe a
cette regle,puisquela condition d'integrabilite exigee est celle plus faible au
sensde Pettis. Il s'agit d'une genreralisation de la loi desgrandsnombresde
Cuestaet Matran [CM88], dont nousavonsdonne plus haut uneversionpour
les espacesnetriquesa courbure negative (theoreme2.1.1 page4h).

Enonconsdansle theoreme ci-dessousun resultat equivalent a la loi des
grandsnombresde Cuestaet Matr an, sousune forme qui nousseracommale
pour menera bien une genreralisation aux variables Pettis integrables.

Theoreme ([CM88]) Soit (X,)n une suite de vecteurs aleatoires deux a
deuxindependants Bochner integrablesd'un es@ace de Banach separable E,
de nis sur un es@ce protabilf':se( F; P), telsque
(i) la suite (Py)n = (1=n ", L(X;))n esttendue(on note L (X) la loi
d'une variable aleatoire X),
(i) la fonction k:k est uniformement integrable par rapport a (Pp)n,
c'est{a{dire Z
lim sup kxk dP,(x) = 0O;
al +1 naN fk :k>a g
(iii) pour presqueout! 2 |, kik estuniformementintegrblepar rapport
a la suite de lois empiriques(1=n ., x,¢))n (OU x designela masse
de Dirac au point x),
Alors (X,)n verie laloi desgrandsnombres, c'est{a{dire
1 X
lim —
n +1 N

(Xi EXj)=0p.s.
i=1
Premi ere generalisation Lesconditions (ii ) et (iii ) sort du type
k:k estuniformemert integrablepar rapport a (Q,)

pour une certaine suite (Q,) de probabilitessur E, c'est{a{dire
Z

lim sup  sup jhx; X9 Ly ksag(X) dQn(X) = O
al +1 n2N Ekx%iEol
X
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On obtient une condition plus faible en permutant le deuxieme suprenum
aveclintegrale:
Z
lim sup sup  jhx; X9 Ignxeij>ag(X) dQn(X) = O;

al +1 oN x2E0 E
kx% 1

cequi reviert a
(2.2.1) Beo(0; 1) est uniformemen integrablepar rapport a (Qp),

ou Bgo(0; 1) designela boule unite du dual E° de E. Lorsque les Q,, sort
les lois des X, (ou des conbinaisons corvexesde ceslois, commedans la
condition (ii)), on voit quela nouvelle condition (2.2.1) ne necessiteplus que
les X, soiert Bochner integrables: cette condition peut etre realieesi les
X, sort seulemeh scalairemen integrables.En fait, I'integrabilite scalaire
et la condition d'uniforme integrabilite de Bgo(0; 1) par rapport a chaque
P(Xn) entra™me que chaque X, est Pettis integiable c'est{a{dire que, pour
tout A 2 F, il existe un elemen de E, note , X, dP, tel que, pour tout
x%2 E° 7 7
% X,dPi= m&%X,idP:
A A R

(voir [Mus87, Mus91])). On notealorse X = X dP. Si E estde dimension
in nie (et si F est susamment riche), on peut toujours de nir un vecteur
aleatoire Pettis integrablenon Bochner integrablede E. En e et, d'apresun
theoremede Dvoretzky et Rogers[l?,RSO], il existedanstout espacale Banah
E de dimensionin nie une serie X, qui corvergeinconditionnellemert
(c'est{a{dire if,]dependammem de l'ordre destermes) mais pas absolumen
(c'est{a{dire  kx,k = +1 ). Par exemple,si E estun espacede Hilbert
et (e,) un systemeorthonorme, il sut de poserx, = %en. §oit alors (pn)
une suite de nombres reelstels que p, > 0 pour tout net | p, = 1.1l
sut de construire X tel que X (!) = plnxn avec probabilite p,. On morntre
d'ailleurs [Mus91, Theorem5.1] que tout vecteur aleatoire Pettis integrable
non Bochner integrableU estde la formeU = X + Y, avec X de la forme
ci-dessuset Y borne.

Deuxi eme generalisation  On suppmsedesormaisqueE estun esface vec-

toriel topologiquelocalementconvexeseparable Soit S I'ensenble desparties

equiconinuesde E°. On sait quela topologiede E est cellede la corvergence
uniforme sur les elemeris de S, determineepar les seminormes

Na(X) = solzjgjhxo, Xij (A2S):
X
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Pour de nir la topologie de E, on peut bien ertendu restreindre S : par
exemple,si E estun espacede Banad, il sut deprendreS = fBgo(0; 1)g.
Ainsi, on gereralise naturellemen (2.2.1) en remplacant Bgo(0;1) par les
elemeris de S. On dira qu'un ensenble M de probabilitessur E est S {uni-
formementsalairementintegrablesi chaqueelemert de S estuniformemert
integrablepar rapport a M. Nous obtenonsla loi desgrands nombres sui-
vante.

Th eoreme 2.2.1 (loi des grands nombres pour des vecteurs Pettis
int egrables) On supmse qu'il existe une suite de fonctions continues de
E dans [0; 1] qui separe les points de E. Soit (X,), une suite de vecteurs
aleatoires de E deux a deux independants et Pettis integrables, de nis sur
I'espace prokabilise (P; F;P). On supmseque
(i) lasuite (1=n" [, L (Xipn esttendue,
(i) la suite (Pn)n = (1=n [, L(Xi))n est S{uniform ement s@laire-
ment integrble. P
(iii ) pour presquetout ! 2 T, la suite (Q})n = (1=n ., x,0))n €St
S {uniform ementsalairementintegmble.
Alors (X,)n verie laloi forte desgrandsnombres, c'est{a{dire

X
ps. Im — (X; EX;)=0
nl +1 N

i=1

La preuve du theoreme2.2.1 reposesur lemme2.1.2 (Glivenko-Cartelli)
deja rencortr e, ainsi que sur le lemme suivant.

Lemme 2.2.2 (convergence faible et uniforme integrabilit e)

1. Soit T un esm@ce topologiqueseparable. Soit (P ) ,a une suite generalisee
de prokabilites sur T, convelgeant faiblementvers une prokabilite P 2 P(T).
Soit H un ensemblede fonctions continuesde T dansR et suppsonsqueH
estuniformementintegr@blepar rapport a (P ) . Alors H estuniformement
integrablepar rapprt a P et on a, pour tout f 2 H,

(2.2.2) P (f) ™™ " P(f):

2. SideplusH estequiontinu, la convegene dans estuniforme par
rapprt a H.

Preuv e du theoreme D'apres (i) et le lemme[2.1.2 il existe un

ensenble presquesir o tel que, pour tout ! 2 o, lessuites (P,) et
(Q,) soiert presquefaiblemert equivalertes.
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Fixons! 2 et A 2 S. D'apres(ii), (iii) et le lemme2.2.2 on a, en
raisonnan sur les sous-suitede (P,) et (Q),) qui corvergert versune méme

"mite, 7 7
p.s. sup X% xi dP,(x) % xi dQ,(x) ! O©;
x2A E E
c'est{a{dire I
1 X 1 X
p.s. Na — EXi -— Xi(') ' O
n i=1 n i=1

[]

On donne dans [CRAFO0, Example 1] un exemple qui prouve que le
theoreme(2.2.1 peut s'appliquer a desvecteursaleatoires Pettis integrables
non Bochner integrables.

Donnonsquelquesexemplesd'application du theoreme2.2.1

Soit E un espacede Banac separable et soit EC son dual muni de la
topologie . de la corvergenceuniforme sur les parties compactesde E. On
mortre facilemen [CRAFOQ que E? est lusinien et qu'un vecteur aleatoire
de E? est Pettis integrablesi et seulemen si il est scalairemen integrable.
On note LE[E] I'ensenble degvecteursaleatoiresPettis integrablesX de E?
denis sur( ;F;P)telsque kXkdP< +1 (X n'estpasnecessairemdn
mesurablepour la topologieforte sur E® maisla mesurabilite de kX k provient
de la mesurabilite scalairede X et de la separabilite de E). L'espaceL Lo[E]
estetudie dans[ITIT69].

Le corollaire ci-dessougortient la loi forte desgrandsnombres pour des
elemerns deux a deux independarts equidistribuesde L £o[E].

Corollaire 2.2.3 (loi desgrands nombres pour des elements de LJ[E])
Soit E un esp@ace de Banach separable. Soit (X ), une suite d'elementsdeux
a deuxindependantsde LEO[EFL On supmseque
(i) la suite (Pn)n = (1=n ", L (X;))n esttenduedansP(E?),
(i)° la |3‘,onction k:k est uniformement integrable par rapport a la suite
(1:n in:1 L (Xi))n,
(ii )° la suite de variables aleatoires reeles (kX ,k), verie la loi forte
desgrandsnombres:

p.s. lim 1 (kXik EkXik) = 0:

nl +1 N .
i=1

Alors (X ), veri e la loi forte desgrandsnombresdansE?, c'est{a{dire qu'il
existe o2 F tel queP( o) = 1 et que,pour tout! 2 4 et toute partie
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compacte K deE, on a

X
lim sup% h; Xi(') EXi =0:

n +1 x2 K -1

Dans le casd'un espacede Banach muni de satopologiefaible, on peut
a aiblir legeremen la condition de tension deslois.

Corollaire 2.2.4 (loi forte des grands nombres dans la top ologie
(F; F9 d'un espace de Banach F) Soit F un esmce de Banach separable
et posonsk = (F; (F;F9) (dansce casE et F ont lesm&émesparties bornees,
les mémeshoreliens et les mémesvecteurs aleatoires Pettis integrables). Soit
(X1)n une suite de vecteurs aleatoires Pettis integrablesdeux a deuxinde-
pendantsde E, de nis sur |'%§FB.(E prokabilise ( ;F;P). On supmseque
(i) lasuite(Pn)n = (1=n ., L (X;))n esttenduepar rapport aux parties
bornees c'est{a{dire que, pour tout > 0, il existe une partie bornee
M de E telle que, pour tout entiern 1, onait P,(M)>1
(i) chaqueelementde E°= F° est uniformementintegmable par rapport
a la suite (Py)n,
(iii ) pour presquetout ! 2 , chaqueelement de E° = F° est uni-
formementintegmable par rapport a la suite (1=n" ", x,1))n.
Alors (X,)n verie la loi forte desgrandsnombrsdansE, c'est{a{dire

X0
p.s. (8x°2 EY lim hxa,% (Xi(') EX;)i=0:
n' +

i=1

La demonstration consistea appliquer le theoremel2.2.1 dans I'espacesous-
linien (F%9 (F%9F9).

2.3 La loi des grands nombres comme resul-
tat de compacit e

La top ologie ](S) sur MU ¢ Commeon |'a vu dansla demonstrationdu
theoreme2.1.7 la loi desgrands nombres de Cuesta et Matran reposesur
I'in egalite fondamenale (2.1.3 qui montre que le barycertre est une appli-
cation lipschitzienne relativemen a la distance de Wassestein. On va voir
que cette propriete et la condition de tension sur les lois permettent d'in-
terpreter la loi desgrandsnombres de Cuestaet Matran commeun resultat
de compacite sequertielle dansune topologie appropriee.
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Cette approche s'etend egalemen a la loi desgrands nombres pour des
vecteursPettis integrables(theoreme2.2.7). Nousallonsd'abord de nir une
distancede Wassestein gereralisee.

Soit E un espacevectoriel topologique localemen corvexe separe. On
note MU I'ensenble des probabilites P de Radon sur E qui sort S {uni-
formement salairement integrable c'est{a{dire telles que chaqueA 2 S
est uniformemert integrablepar rapport a P. On note MP: I'ensenble des
probabilitesde Radon sur E qui sort Pettis integrables c'est{a{dire lespro-
babilitesP sur E qui sort S{uniformemen scalairemen integrableet telles
que, pour tout B 2 B (E), il existe un elemert de E, note , xdP(x), tel
que, pour tout x°2 E° on ait

Z Z

%  xdP(x)i = m%xi dP(x)
B B

(si X estun vecteur aleatoire Pettis integrable,on a doncL (X) 2 MP, la

reciproque est vraie lorsque E est quasi-complet,voir [CRAFOQ, page 101)).

Rappellonsque, pour P; Q 2 P(E), on note

D(P;Q=f 2P(M M); ¢ M)=Pet (M :)=Qg:

Soit S commedans la section precederie. On pose,pour P;Q 2 MU: et
A2S, 7
. — H Sy O H . .
BED= Pl B o X IO b
On morntre facilemen que l'in m um dansla de nition de da(P; Q) est tou-
jours atteint et que da estune semidistance(de Wassestein gereralisee) sur
MU¢ . De plus, sur le sous-espac®IP¢, on a I'in egalite fondamertale
Z Z
(2.3.1) 8P;Q 2 MPL Nj xdP(x); xdQ(x) da(P; Q):
E E
La di erenceprincipale erntre la topologie de nie par les semidistancesda
(appelonsla provisoiremen p) et celle de nie par la distance usuellede
Wassestein (disons,dansle casou E estun espacale Banad) est que cette
derniereest plus ne quela trace sur P}(E) de la topologiefaible (voir page
la deuxiemeetape de la demonstrationdu theoreme2.1.1), tandis quel'on
peut trouver dessuitesdansMU¢ corvergean pour la topologiefaible mais
paspour wp, OU bien pour wp mais paspour la topologiefaible [CRAFOQ,
Example 2 et Example 3]. Notons [(S) la topologie faible sur MUt . Pour
retrouver le shema de la preuve du theoreme2.1.1 on est ainsi amere a
consicerersur MU la topologie](S), supremum destopologies wp et[(S),
qui permet la caracterisation ci-dessous.
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Th eoreme 2.3.1 Une partie M de MU: est sequentiellementrelativement
compacte pour ](S) si et seulementsi M est S {uniform ement s@lairement
integ@able et sequentiellementrelativementcompacte pour [(S).

A l'aide de cetheoreme,il estfacile de reecrire la preuve du theoreme2.2.1
commeune legere variante de celledu theoreme2.1.1

Un princip e general Soit T un espaceuniforme veri ant les hypotheses
du lemme2.1.2 c'est{a{dire qu'il existe un ensenble denombrableH de
fonctions cortinues borneesde T dans R qui separeles points de T. Soit

(d ) 2y unefamille de semidistancesqui de nit la structure uniforme de T.

On de nit la structure uniforme de Hausdor sur F(T) a l'aide desecarts

[A;B] = max supd (x;B);supd (y;A)
X2A y2B
(cette structure uniforme estindependarte du choix desecartsd pour de nir
la structure uniforme de T, voir [CV77, Chapter 11]).
On sedonneune partie corvexeM de P(T) contenant lesmassesle Dirac
x (X 2 T), une application

M I F(T)

bar: 5 21 parp

(que I'on appellera barycentre) et une topologie y sur M telles que

(H) si(Pn)n2n €t (Qn)n2n Sort deux suitesfaiblemen equivalertes dans
M tellesquefP,; n 2 Ng et fQn; n 2 Ng sort sequentiellemen rela-
tivement compact pour \, alors les suites (bar P,) et (barQ,) sort
equivalentes pour la structure uniforme de Hausdor , c'est{a{dire

8 2V nIIir+nl [barP,;barQ,] = O:

L'hypothese(H) estveri eeen particulier sion a

(H) wm provient d'une structure uniforme uy, et sil'application bar est
uniformemert cortinue pour uy et la structure uniforme de Hausdor
sur F(T).

Dans leslois exemplesprecederis (theoremes2.1.1et(2.2.7), la propriete
(H") estassueepar lesinegalites(2.1.3 et (2.3.]).

Th eoreme 2.3.2 SoientT,bar: T! F(T) et y commeci-dessusyeri ant
I'nypothese (H). Soit (X,)n2n  UNe suite d'elementsaleatoires deux a deux
indggendantsde T, tels que LP(Xn) 2 M pour tout n 2 N . On note P, =
1=n L, L(Xj)etQ,=1=n ., x, (n2N,! 2 ). On supmseque
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(i) la suite (P,), esttendue,
(i) l'ensemblef P,; n 2 N g estune partie sequentiellementelativement
compactede (M ; v),
(iii ) pour presquetout ! 2 , I'ensemblefQ}; n 2 N g est une partie
sequentiellementrelativementcompacte de (M ; ).
Alors (X,) verie la loi forte desgrands nombres, c'est{a{dire

ps. (8 2U) lim [barQ);barP,] = 0:

Preuv e. D'apresle lemmel2.1.2 il existe o2 F tel queP( ) = 1 et que,
pour tout ! 2 o, la suite (Q;), soit tendue et faiblement equivalerte a
(Pn)n. D'apres(ii) et (iii ), on peut supposerde plus que, pour tout ! 2,
lesensenblesfP,; n 2 N getfQ;;n2 N gsort sequentiellemen relative-
mert compactsdans(M; ). La conclusiondecoulealorsde (H). []

On remarqueraque la partie probabiliste de la preuve du theoreme2.3.2
residedansle lemmel2.1.2 (Glivenko-Cartelli), qui fait appel a une loi forte
des grands nombres pour desvariables aleatoiresreelles.Le reste de la de-
monstration utilise la compacite sequerttielle relative de (P,,) et (Q;,) pour
ainsiquela cortinuite del'application bar pour \,. La compacit sequerielle
pour y danslestheoremes2.1.1et(2.2.1provient dela compacite sequettielle
pour la topologiefaible et d'une condition d'uniforme integrabilite.
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